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连续双线性泛函与 Banach空间凸性
＊
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(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:讨论了 Banach空间 X, Y上的双线性泛函所成的空间 B(X, Y)的凸性和光滑性与 Banach空间 X, Y凸
性和光滑性的关系 , 并给出在双线性泛函的 Hahn-Banach保范延拓定理和 Riesz表示定理等。
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　　由于各种凸性和光滑性在最佳逼近 , 不动点等

有很好的应用 , 于是凸性理论的研究就显得非常重

要 。通过对 Banach空间对偶空间的凸性和光滑性

的研究 , 从而得到原空间的相应性质的方法 , 已得

到很好的研究 , 但是对 Banach空间上的连续双线

性泛函的研究还不够深入 , 实 Hilbert空间的内积

就是线性空间上的双线性泛函 。另外 , 辛空间其实

是一般的线性空间上有一个反对称的双线性泛函 ,

于是研究一般 Banach空间上的双线性泛函的一般

性质就变得很重要了 。

1　定义和背景

定义 1
[ 1]
　Banach空间 X称为一致凸的 , 如果

对任何任意的 ε>0 , 存在 δ>0, 使得当 x, y∈

S(X), ‖x+y‖ /2 >1 -δ时 ,有 ‖ x-y‖ <ε。

定义 2
[ 1]
　Banach空间 X称为局部一致凸的 ,

如果对任何 ε>0, x∈ S(X), 存在 δ=δ(ε, x)>

0, 使得当 y∈ S(X), ‖x+y‖ /2 >1 -δ时 , 有

‖ x-y‖ <ε。

定义 3
[ 2]
　Banach空间 X称为弱局部一致凸 ,

如果对任何 ε>0 , x∈ S(X), f∈ S(X
＊
), 存在

δ=δ(ε, x, f)>0 , 使得当 y∈ S(X), ‖x+

y‖ /2 >1 -δ时 , 有  f(x– y) <ε。

定义 4
[ 1]
　Banach空间 X称为一致光滑的 , 如

果对任何 ε>0, 存在 δ>0, 使得当 x∈ S(X), 0 <

‖ y‖ <δ时 , 有 (‖x-y‖ +‖x+y‖ -

2)/‖y‖ <ε。

定义 5
[ 1]
　Banach空间 X称为强光滑的 , 如果

对任何 x∈ S(X), 当 fn∈ S(X
＊
), fn(x)※ 1(n※

∞)时 , 有某个 f∈ S(X
＊
), 使得 ‖ fn– f‖※ 0 。

定义 6
[ 1]
　如果对每个 x∈ S(X), 在 S(X

＊
)

中有唯一的支撑泛函 , 则称 Banach空间 X是光滑

的。 Banach空间 X称为非常光滑的 , 如果对每个 x

∈ S(X), J(x)在 S(X
＊＊＊
)中有唯一的支撑泛函。

本文中用到的其他凸性和光滑性的概念 , 凸性

与光滑性的各种相互关系可见文 [ 1] 。

设 X, Y为 Banach空间 , 它们的范数分别记为

‖· ‖ X和 ‖·‖ Y, X×Y为乘积空间 , 在该空间上

定义范数 ‖ · ‖ =‖ · ‖ X+‖· ‖Y。

定义 7　设 X, Y, Z为 Banach空间 , F:X×Y※

Z称为双线性算子 , 若

F(λ1 x+λ2 y, z)=λ1 F(x, z)+λ2F(y, z)

F(x, λ1w+λ2 , z)=λ1 F(x, w)+λ2F(x, z)

对任意的 x, y∈ X, w, z∈ Y成立 。如果 F是 X×

Y上的连续算子 , 即 当 (xn, yn)※ (x, y)时 ,

F(xn, yn)※F(x, y)(n※∞), 则称 F为双线性连

续算子;当 Z是实数集 R时 , 称 F为实连续双线性

泛函 , 本文中的 Banach空间都是指实的 Banach空

间 , 连续双线性泛函都是指实连续双线性泛函。

例 1　在 c0 ×l1上 , 定义 F(x, y)=∑xiyi,则
F为 c0 ×l1上的双线性连续函数。

是否对所有的 Banach空间都有非零连续双线

性泛函存在呢? 回答是肯定的 , 对任意 Banach空

间 X和 Y, 由 Hahn-Banach定理分别有非零连续

线性泛函 f, g存在 , 因而 f g就是 X×Y上的双连

续线性泛函 , 这里 f g(x, y)=f(x)g(y)。

不难证明对双线性泛函 f:X×Y※R, f连续等

价于 f是范数有界的 , 即 ‖ f‖ ≤ M。这里 ‖f‖ =
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sup{f(x, y):‖x‖ =‖ y‖ =1, x∈ X, y∈ Y}。

将 X×Y上所有双线性连续泛函记为 B(X, Y),

定义加法和数乘如下:

(F+G)(x, y)=F(x, y)+G(x, y)

(λF)(x, y)=λF(x, y)

不难验证 B(X, Y)在上面定义的范数下是完备的赋

范线性空间 。

2　主要结果

定理 1　 (1)若 B(X, Y)是严格凸 ,则 X, Y是

光滑的;

(2)若 B(X, Y)是光滑的 ,则 X, Y严格凸。

证明　 (1)若 X不光滑 , 则存在着 x∈ S(X),

f, g∈ S(X
＊
), 且 f≠g使得 , f(x)=1 =g(x)。

任给 y∈ Y, 存在 h∈ S(Y
＊
)使得 h(y)=1。令

Υ1 =f h, Υ2 =g h, 则 Υ1 , Υ2是双线性的 ,且

对任意的 w∈ X, v∈ Y, 有

 Υ1(w, v) = f(w)  h(v) ≤

‖f‖ ‖h‖‖ w‖ ‖v‖ =‖w‖‖ v‖

因此 Υ1有界 , 且 ‖ Υ1‖ ≤ 1。由 Υ1(x, y)=

f(x)h(y)=1可知 ‖ Υ1‖ =1。同理可证得:

‖Υ2‖ =1 。

由于 ‖ λΥ1 +μΥ2‖ ≤ 1, λ+μ=1, 0 <λ, μ

<1且 (λΥ1 +μΥ2)(x, y)=1 , 因而 ‖λΥ1 +

μΥ2‖ =1 , 所以 B(X, Y)不是严格凸的 。

(2)若 X不是严格凸的 , 则存在 x1 , x2 ∈

S(X), x1≠x2 ,和 λ1 , λ2 ∈ (0, 1),且 λ1 +λ2 =1,使

得 λ1x1 +λ2x2 ∈ S(X)。设 λ1x1 +λ2x2的支撑泛函为

f, 则对任意的 λ∈ (0, 1),有 λx1 +(1 -λ)x2 ∈

S(X),且 f(x1)=1, f(x2)=1。

任给 y0 ∈ S(Y), 设 y0的支撑泛函为 g。令 Χ=

f g, 则 Χ∈ B(X, Y)。

定义算子:

M(x1 , y0):B(X, Y)※R

F※F(x1 , y0)

N(x2 , y0):B(X, Y)※R

F※F(x2 , y0)

显然 M(x1 , y0), N(x2 , y0)为线性泛函 , 任给 G

∈ S(B(X, Y))有 ‖M(x1 , y0)(G)‖ = G(x1 , y0)

 ≤ 1,因此 M(x1 , y0)∈ (B(X, Y))
＊
,且 ‖M(x1 ,

y0)‖ ≤ 1, 由 M(x1 , y0)(Χ)=1, 可知 M(x1 , y0)

为 Χ的支撑泛函 。同理可证 N(x2 , y0)为 Χ的支撑泛

函 。显然 M(x1 , y0)≠N(x2 , y0),所以 B(X, Y)不是

光滑的 。

定理 2　 (1)若 B(X, Y)是一致光滑的 , 则

X, Y都是一致凸的;

(2)若 B(X, Y)是一致凸的 , 则 X, Y都是一致

光滑的。

证明　 (1)若 X, Y有一个不是一致凸的 ,不

妨设为 X, 则 X
＊
不是一致光滑的 ,因此存在 ε0 >0,

任给 n,存在 fn, gn∈ S(X
＊
),使得 (

1

2
‖fn+gn‖)

>1 -(1 /n),但 ‖fn-gn‖ ≥ε0 。

任取 g0 ∈ S(Y
＊
),定义 Υn =fn g0 , Υ′n =

gn g0 ,则 Υn∈ B(X, Y), Υ′n∈ B(X, Y), ‖Υn‖

=‖Υ′n‖ =1。由于 ‖Υn+Υ′n‖ /2 =‖fn 

g0 +gn g0‖ /2 =‖ (fn+gn) g0‖ /2 =‖fn

+gn‖ /2 >1 -1/n,但 ‖ Υn-Υ
′
n‖ =‖fn g0

-gn g0 ‖ =‖fn-gn‖ ≥ε0 ,因此 B(X, Y)不

是一致凸的。

(2)假设 X
＊
不是一致光滑的 , 则存在 ε0 , 任

给 n, 存在 fn∈ S(X
＊
), gn∈ X

＊
,使得 0 <‖fn‖ <

1/n,但 {‖fn+gn‖ +‖ fn– gn‖ }/‖ gn‖ ≥ε0。任

取 h∈ S(Y
＊
), 令 Υn =fn h, Χn=gn h, 显然

Υn, Χn∈ B(X, Y), 且 ‖Υn‖ =1, 0 <‖Χn‖ <

1/n,但 {‖Υn+Χn‖ +‖Υn-Χn‖ -2}/‖ Χn‖

={‖ fn h+gn h‖ +‖ fn h-gn h‖ -

2}/‖ gn  h‖ = {‖ fn + gn‖ + ‖fn -

gn‖ }/‖ gn‖ ≥ε0 ,所以 B(X, Y)不是一致光滑的。

定理 3　若 B(X, Y)局部一致凸 , 则 X, Y都是

强光滑的 。

证明　反证法 , 假设 X不是强光滑的 , 则由文

[ 1]知道 X
＊
不是局部一致凸的 , 因而存在 ε0 , 存

在 f0 ∈ S(X
＊
),任给 n, 存在 fn, 使得 ‖ f0 +fn‖ /2

>1 -1 /n,但 ‖ f0 -fn‖ ≥ε0 ,取 G0 ∈ S(Y
＊
),令

Υ0 =f0 g0 , Χn=fn g0 , 则 Υ0 , Χn∈ B(X, Y),

‖Υ0‖ =‖ Χn‖ =1。但 ‖ Υ0 +Χn‖ =‖ f0  g0

+fn g0‖ =‖ f0 +fn‖ /2 >1 -1/n,且 ‖Υ0 -

Χn‖ =‖f0 -fn‖ ≥ε0 ,所以与 B(X, Y)不是局部

一致凸的矛盾 。

类似于上面的一些技巧 , 不难证明下面定理成

立。

定理 4　若 B(X, Y)是弱局部一致凸的 , 则 X,

Y都是非常光滑的 。

Hahn-Banach保范延拓定理是泛函分析的重要

定理 , 对双线性泛函 , 有类似的结果成立。

定理 5　设 X, Y为 Banach空间 , U, V分别为 X,

Y的子空间 , 若 U V是 X Y的子空间 ,则任给 Υ

∈ B(U, V),都存在 Χ∈ B(X, Y), 使得 Χ为 Υ的保

范延拓 , 即
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(1)Χ(x, y)=Υ(x, y), 当 x∈ U, y∈ V

(2)‖Χ‖ =‖Υ‖

证明　由文 [ 3] 定理 1.1, 存在等距同构 Γ:

B(U, V)※ (U V, ‖ · ‖ ∧ )
＊
, 使得 Γ(Υ)=

t
＊
, 对 x∈ U, y∈ V,有 Υ(x, y)=t

＊
(x y),且

‖ Υ‖ =‖t
＊
‖。因为 t

＊
∈ (U V, ‖· ‖ )

＊
,

由 Hahn-Banach定理知道存在 t
＊
的保范延拓 T

＊

∈ (X Y, ‖· ‖ ∧ )
＊
使得当 x∈ U, y∈ V时 ,有

T
＊
(x y)=t

＊
(x y), 且 ‖ T

＊
‖ =‖t

＊
‖。记

T
＊
在 B(X, Y)的原象为 Χ, 即 Γ(Χ)=T

＊
,所以

‖ Χ‖ =‖T
＊
‖ 。Χ(x, y)=T

＊
(x y),从而 Χ

为所求 。实际上 , 当 x∈ U, y∈ V时 ,有 Χ(x, y)=

T
＊
(x y)=t

＊
(x y)=Υ(x, y), 且 ‖ Χ‖ =

‖ T
＊
‖ =‖t

＊
‖ =‖ Υ‖ ,因此 Χ为 Υ的保范延

拓 。

Riesz表示定理是 Hilbert空间的重要定理 , 对

双线性泛函 , 也有类似的结果成立。

定理 6　设 H是实 Hilbert空间 , 则对任意的 f

∈ B(H, H), 存在唯一的连续线性算子 T:H※ H,

‖ T‖ =‖f‖ , 使得 f(x, y)=(Tx, y)。

证明　对任意的 f∈ B(H, H), 固定 x,对 f(x,

·)∈ H
＊
, 由 Riesz表示定理 , 存在唯一的 z使得任

给 y有 f(x, y)=(y, z),且 ‖z‖ =‖ f(x, ·)‖。定

义 Tx=z,则 T为线性算子。事实上 ,对任意的 λ1 ,

λ2 , μ1 , μ2 ∈ R, x1 , x2 ∈ H, (y, T(λ1x1 +λ2x2))=

f(λ1x1 +λ2x2 , y)=λ1f(x1 , y)+λ2f(x2 , y) =

λ1(y, Tx1)+λ2(y, Tx2),于是 T是线性的。

又因为 ‖ Tx‖ =‖f(x, ·)‖ ≤‖ x‖· ‖ f‖ ,

所以 ‖ T‖ ≤‖ f‖。又因为  f(x, y) = (y, Tx) ≤

‖Tx‖ ‖y‖ ≤ ‖T‖‖ x‖‖ y‖ , 故 ‖ f‖ ≤

‖T‖ ,所以 ‖T‖ =‖f‖ ,并且对任意的 x和 y有

f(x, y)=(y, Tx)=(Tx, y)。
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Abstract:TheconvexityandsmoothnessofBanachspaceB(X, Y), whichareallthebilinearcontinuous

functionalonBanachspaceXandYarestudied.Hahn-BanachtheoremandRieszrepresentationtheoremof

bilinearcontinuousfunctionalareobtained.
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