
第 44 卷
2 X() 5年

第 5 期
9 月

中山大学学报 (自然科学版 )

A《万A SC IE NT I A RUM N A叭 JRA U UM U N】V E SR 仃亢n s S IJN Y尤玲E NI

V d
.

44 No
.

5

veS
.

2伪 5

反向上下解条件下的非线性算子的不动点定理
`
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摘 要 : 利用锥定义空间中的半序
,

通过引进完全相对 , 完备集这一概念得到满足反向上下解条件 ( Aou 盛 峋

< : 。 蕊 A如 ) 增算子 A的多个不动点存在性定理以及满足反向上下解条件 ( (A u0
,

如 ) 鉴 u0 < 场 燕 A (吻
,

峋 )) 混合

单调算子 A 的藕合不动点定理
。
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1 有关定义

在半序空间中研究非线性算子方程的可解性

时
,

增算子和混合单调算子起着很重要的作用
。

相

应的结果也有很多 (见文仁1 一 3 」)
。

但是已有的这

些结果一般要求锥 尸正 规或更强的条件 (见文

仁2〕)
,

并且要求算子连续或具有某种凸 (凹 ) 性或
a 凸 (

一 a 凹 ) 性条件 (见文「3 」)
。

特别是要在正

向上 下解条件下 ( u 。 鉴 Au 。 ,

滩。
。 毛 。 。

或
u 。 鉴

滩 (
u 。 , : 。

)
,

A ( : 。 , 。 。
) 毛

: 。 ) 得到它们的不动点

或祸合不动点
。

文〔4 」引进 了相对 。 一

完备集
,

在半

序线性空间中研究了混合单调算子的不动点的存在

唯一性
。

文 「s j研究了非线性算子方程有变分结构

且满足反向上下解条件的情况
。

本文通过引进完全

相对
6 一

完备集这一概念
,

得到具有反向上下解条件

的不动点定理和混合单调算子的祸合不动点定理
。

在叙述主要结果之前
,

先 回顾和介绍 一些基本概

念
。

设 E 是 Baan hc 空间
,

尸 是 E 中的锥
,

D c A
,

半序 落是由锥 尸 导出的
。 : < y 当且仅当

: 毛 y 且 x

尹 y
。

0 为 E 中的零元
。

定义 ll[ 〕 A : D ~ E 称为增算子是指对 v
x , ,

翔任 D
, : : 毛 x Z

有 xA
, 毛 瓜

2 。

若存在
二。 任 D 使得

七
。 = x 。 ,

则称
x 。

为 A 的一个不动点
。

定义 妙〕 A : D 只 D一 E 称为混合单调算子是

指 A ( x ,

户 关于
劣 不减

,

关于 y 不增
。

若存在

(
二。 ,

y 。 ) 任 D x D 使得
x 。 = A (

x 。 ,

了。 )
,

, 。 =

A ( , 。
, x 。

)
,

则称 (
x 。 ,

了。 )为 A 的一个藕合不动

点
。

_

定义 3 对于增算子 A 而言
,

若存在
u , : 任

君
, u 盛 。

使得通
u 鉴 u , , 簇 沌: ,

则称
。 , u

为 滩 的

反向上下解 ; 对于混合单调算子 A 而言
,

若存在

u , 。 任 E
, u 毛 :

使得 A (
u , 。 ) 鉴 u , 。 簇 A ( 。 ,

u)
,

则称
。 , “

为 A 的反向上下解 (相应 的定义可

见文 [ 4〕)
。

定义 4 若 D 中的每个单调递增且范数有界的

序列在 E 中依序有最小上界
,

每个单调递减且范

数有界的序列在 E 中有最大下界
,

则称 D 为完全

相对 , 完备集
。

定义 S A : E~ E
,

若对任意
x 妻 口有 xA ) 夕

且对任意
x 感 0 有七 簇 夕

,

则称 A 为保号算子
。

如

E 中的单位算子 I 为保号算子
。

2 主要结果

定理 1 设 D 为 E 中的有界集
,

A : E ~ D 为单

调增算子
,

A ( E ) 为完全相对 , 完备集
,

满足

( l ) 存在
u 。 < 0

,

0 < : 。 ,

使得 滩u 。 蛋 u 。 < 。 。蕊

A , o :

( 2 ) 对 0 < t < l
,

V x < 口
,

存在 0 < a = a ( r
,

x
) < 1以及 o < , 二 , ( t

, x
) < l 一 at 使得 ( l 一 刀) x 感

A ( 奴 ) ( :
a

七 ;

( 3 ) 对 r > l
,

V x > 8
,

存在 l < 夕
=
月( :

, x
) <

2以及。 < 夸
二

g ( :
, 二

) < 犷
一 , 一 l使得 : ( l + 芬) xA 〔

A (你 ) ( 八
。

则 A 在 E 中至少存在一个正不动点和一个负

不动点
。
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u 。 = A (
u n _ l

)
, u 。 二 A (

: n _ ,

)
, n = 1

,

2
,

… ( l )

由归纳法易证
:
对任意正整数

n ,

有

u 。

蕊 u 。 _ 一 蕊
’ ` ’

毛 u l 〔 u o < , o 感

: : 〔 … 〔 : 卜 【
蕊 : 。

( 2 )

由 ( 2 ) 式知 }
u 。

}犷 为 D 中 的单调 递减序列
,

: 。

}犷为 D 中的单调递增序列
,

{
。 。

}厂
,

{
: 。

}厂〔

D
,

且 D 为 E 中的有界集
,

结合 A ( E ) 为完全相

对 -a 完备集知
:
存在

u `

任 E 使得
u `

为
! u 。

}J 的

最大下界
,

即对任意的正整数
n
都有

u ’

感 u 。 ,

且

若存在 瓦〔 E 使得 瓦燕 u 二

(
。 = 0

,

1
,

… ) 成立
,

则 瓦 〔 u ’ 。

同样
,

存在
。 “

任 E
,

使得
。 ’

为
: 。

}厂

的最小下界
,

即对任意的正整数
n
都有

: 。
( : “ ,

并且若存在 。 任 E
,

使得
。 。

蕊 。 , n 二 0
,

1
,

…
,

则

刃 鉴 公 。

又由 A 的单调递增性知
,

对任意正数数
n
有

A u `

( A u ,̀ 二 u n + l 蕊 : , + l = A : 。

( A: `

令 。 二 A u ’ ,

云二 助
’ ,

则 反也为 {
。 。

}犷的一个下

界
,

云也为 {
: 。

}孑的一个上界
,

由 u ’

的最大性与

。 `

的最小性知

及 感 u ` , 。 `

安 云 ( 3 )

目
`

瓦毛 u `
< O

,

O毛 : `

蕊云
。

下证

反 ) u ’ , : `

) 云 (4)

令 t 。 = 。
uP { t > o l u `

蕊 瓜 }
。

首先说明 t 。 是存在的
。

若这样的 t。 不存在
,

有 2 种情况
: ① t。 二 ao ; ②对

V r > 0
,

有
u `

〕 坛
。

下面分别说明 以上 2 种情况都不 可能
。

对于

①
,

由 反 ( “ “
< 0 知

,

丫 t > 1都有
“ `

〕 `
:

事实

上
, u ` 一 城 ) 云 一 ` 二

( t 一 1 ) (
一 云 )

。

由 反 < 口
,

t

> 知 ( t 一 l ) (
一 云 )任 P

。

故 ( r 一 l ) ( 一 云 ) 〕 0
,

即

u ’ 一 ` ) 8
。

从而
u `

) 范
。

所以①这种情况是不

可能的
。

对于②
,

取 t
。

> o 且 ` ~ (n 一
+ oo )

,

有

u `

〕 t厕
。

令 t
。

~
+ 二得

u ’

) 0 与
u ’

< 0 矛盾
,

故②这种情况也不可能
。

综合
_

L述得 t 。 是存在的

且 0 < t 。感 l
, u ’

毛 t。 云
。

下证 `。 == l
。

若 。 < ,。 < l
,

由条件 ( 2 ) 知
,

对
u ’

< 8 存在 。 < a = 。 ( r。
, u `

)

< l 以及 0 < , 二 , ( r。
, u ’

) < l 一 呢使得 ( l 一 , )
·

: 、 , (君
。
二 ) 、 亡: ,

一
: 、

,

故
· `

、

击
“

,

而

一 l
,

使得
s 。

( l +
夸)注

。 `

共 滩 ( s 。 : `

) 蕊 s

弓
。 ’ 。

故 、 〔

砍
一 ’ , _ _ _ .

式
一 ’ : 。 . _ , ,

一
、 `

一 一

丁幸了
,

血

灰
<

应
< “ 0

与 “ 。 的正又才唇
,

即

> t 。 与 : 。 的定义矛盾
,

即

s 。 二 l ( 6 )

由 ( 5 )
,

( 6 ) 式知
u ’

鉴 反
,

￡簇 : ` ,

故 ( 4 )式成立
。

结合 ( 3 )式知
。 ` = 、

:二

连 (
。 ’

、
, : ’ 二 。 = A (

: `

)
,

故
u ’ , 。 `

为 A 的 2 个不动点
,

且 u ’

为 A 的负不动

点
, : “

为 A 的正不动点
。

推论 I A : E ~ D 为单调递增的保号算子

D 为 E 中的有界集
,

A (创 为 E 中的完全相对 -a

完备集
,

若存在
、 。 < 口使得 A u 。 毛 u 。 ,

并对 V 二 <

口
,

o < t < l
,

存在 o < 。 = a
( `

, x
) < l 以及 o < ,

二 v ( r
, x ) < l 一 t

“

使得 ( 1 一 7 )
x ` A ( xt ) 蕊

, “ A ( x
)

,

则 A 在 E 至少有一个负不动点
。

证明 由定理 l 的证明可知该推论成立
。

推论 Z A : E一 D 为单调递增的保号算子
,

刀

为 E 中的有界集
,

A ( E ) 为 E 中的完全相对 , 完

备集
,

若存在
: 。 > o 使得

。 。毛 肋
。 ,

并对 V 二 > o
,

t

> 1
,

存在 l < 月
二
爪 ,

, 二
) < 2以及。 < g

二
夸(t

, 二 ) <

广
`

使得 t ( 1 + 动 xA 〔 A ( 抚 ) 蕊 沪
二 ,

则 A 在 E 中至

少有一个正不动点
。

证明 由定理 1 的证明过程可知该推论成立
。

定理 2 设 D 为 E 中的有界集
,

A : E x E ~ D

为混合单调算子
,

A ( E x E ) 为 E 中的完全相对 *

完备集
,

且 A (
x ,

户关于
x
为保号算子并满足

( l ) 存在
u 。 < 夕

,

0 < : 。

使得 座 (
u 。 , 。 。

) 鉴

u o , v 。
蕊 A (

: 。 , u 。

) ;

( 2 ) 对 0 < z < 1
,

V (
x ,

) ) 任 E x E
.

x < 夕
,

y > 0
,

存在 0 < 。 二 。 (t
, 二 ,

妇 < 1 以及 0 < v =

甲( t
, x ,

) ) < l 一 t
“

使得 ( l 一 , ) x 蕊 A ( xt
,

少 ) (

r
“

注 ( : ,

少) ;

( 3 ) 对 t > l
,

V ( x ,

了 ) 任 E x E
, , > 口

,

下

< O
,

存在 1 < 月
二
月(t

, x ,

户 < 2 以及 O < g 二

夸( r
, 二 ,

少) < 犷
一 ’ 一 l 使得 t ( l +

夸) A ( 二
,

) ) 蕊

注( 抚
,

, )鉴 t尽: 。

则 A在 E x E 中至少存在一个藕合不动点
。

证明 作迭代序列
u 。 = 通 ( u 。 _ , , u , : _ ,

)
, 。 n

二 A ( : 。 _ , , u 。 _ ,

)
, n 二 1

,

2
,

…
,

由归纳法易证
:

对任意正整数
n ,

有

u 。

〔 u n _ z 簇 ”
’

毛 u 一 蕊 u o < 公。 蕊

: : 〔 … 蕊 : n 一 ;
毛 : 。

( 7 )

由 ( 7 )式知 }
u 。

}犷为 D 中的单调递减序列
,

}
: 。

}犷

为 D 中的单调递增序列
,

{
“ 。

}扩
,

{叭 }犷c D
,

且

D 为 E 中的有界集
,

结合 A ( E x E ) 为 E 中的完

全相对 * 完备集知
:
存在

u `

任 E 使 得
u `

为

。

一--vl共
>

I 一 V

t 。 二 l ( 5 )

同样
,

令
: 。 二 i fn }

, > o }云` 、
`

}
,

则
, 。 〕 l

。

下证

s 。 = l
。

若
: 。 > l

,

由条件 ( 3 )
,

对 : ’
> 夕

,

存在 -

< 召
=
刀( s 。 , , `

) < 2 以及 。 < 彗= 爹( : 。 , 。 ’

) < :

名
一 ’
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}
u 。

}了的最大下界
。

同样
,

存在
。 `

任 E
,

使得
。 `

为 {
: 。

}矛的最小下界
,

并且对任意的正整数
n
有

u

“
u 。
鉴 : 。

鉴 。 ’ 。

又由 A 的混合单调性知
,

对任

意正数
n
有

A ( u ` , 。 `

) ` 乃 (
u 。 , 。 。

) 二 u 。 + .

通 ( : ` , u ’

) ) 注(
。 。 , u 。

) 二 , 。 * l

令 反 二 A (
u ’ , , ’

)
,

云 (
。 ` , u ’

)
,

则 反 也为

{
“ 。

}犷的一个下界
,

云 也为 }
。 。

}厂的一 个上界
,

由
“ ’

的最大性与
。 `

的最小性知

反 《 u ’ , , ’

簇 云 ( 8 )

又由 A (
: ,

刃 关于
二
为保号算子知 云

“
`

< 0
,

0 < : ’

` 云
,

下证

反 ) u ` , 。 `

妻 云 ( 9 )

令 `。 二 s
叩 { t > 0 ! 。

’

感 抓 }
。

仿定理 1 的证明可证

这样的 t。 是存在的并且 。 < t。 ` 1
, 。 `

鉴 t 。瓜 下

证 t。 二 l
。

若 。 < t。 < l
,

由定理 2 条件 ( 2 ) 知
,

对

存在 l < 口
=
夕(

s 。 , 。 ’ , u `

) < 2 以及 o < g
=
芬( s 。 ,

。 ’ , u `

) < 泥
一 , 一 l

,

使得
s 。 ( 一+ 夸)左 (

。 ` , “ `

) 簇

A (
、 。 。 ’

, , 、 _
_

,
`
二 。 二

_ 述兰
_

二

。 , 、 、 “ 。

队
“
爷 +1 了

铭
一 ’

而
甘 U

l +

S o

l + 夸
< : 。
与

。。 的定义矛盾
,

即

( “
’ , 。 `

)
,

存在 。 < 。
( r 。

, u ` , 。 ’

专= 甲( r 。
, u ` , 。 ’

) < l 一 r急使得

滩 ( t。 u ` , : ’

) 《 t导注 ( u ’ , : ’

) = r急云
,

故

) < l 以及 O <

( l 一 V ) u

“
r急

_

u 蕊不万
“ ’

而

共
,

弃
, `。 与 `。

l 一 V I 一 V

名o

的定义矛盾
,

即

同样
,

令
s 。 = i fn }

: > 0 1云感 二
’

s0 = lo 若
s 。 > 1

,

定理 2 条件

( 10 )

则
: 。妻 1

。

下证

s 。 二 1 ( 11 )

由 ( 10 )
,

( 11 )式知
u `

奏 反
,

云〔 。 ’ ,

故 ( 9 )式成立
。

结合 ( 8 )式知
u ’ = 反 = A (

u ’ , 。 ’

)
, 。 ’ 二 云 =

A ( 。
’ , u ’

)
,

故 (
u ` , 。 ’

) 为 A 的一个藕合不

动点
。
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