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关于合取范式可满足性问题的复杂性分析＊

余丰人 , 丘海明
(中山大学电子与通信工程系 , 广东 广州 510275)

摘　要:合取范式可满足性问题 (简称 SAT问题)是典型的 NP完全问题 , 本文引入了一个饱和子句集的新概

念 , 利用饱和子句集的特性 , 研究了 SAT问题的复杂性 , 证明了 SAT问题复杂性为多项式的一个充分条件 , 并

揭示了二元可满足性问题与三元可满足性问题的本质差别。因此 , 通过变换来提炼出 SAT问题的复杂性的本质

特征 , 并加以研究的方法 , 是 SAT问题的复杂性研究的一种有效方法。
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　　合取范式可满足性问题是计算机科学的重要问

题之一 , 它是典型的 NP完全问题 , 对它进行深入

细致的研究 , 有利于 NP完全问题的解决
[ 1]
, 在这

方面 , 人们已做了不少工作 , 得到了许多很有意义

的结果
[ 2 ～ 9]

。文献 [ 2] 证明了一个合取范式可满

足性的充要条件 , 它为合取范式可满足性的判定提

供了一个依据。我们通过对文献 [ 2] 结论的理论

化 , 对合取范式可满足性问题的复杂性作了深入的

分析与研究 , 证明了 SAT问题复杂性为多项式的

一个充分条件 , 并揭示了二元可满足性问题与三元

可满足性问题的本质差别 , 为 SAT问题的复杂性

研究提供了一个新的思路 。

1　合取范式可满足的充要条件

定义 1:设 x
0
i=xi和 x

1
i=xi是布尔变量 xi的文

字 , 其中 i=1, … , n, 由 k个不同布尔变量的文

字进行或所构成的布尔表达式:

c
k
=∑

k

r=1
x
pi(r)
i(r)

称为 k元子句 , 其中 1≤k≤n;i(r)∈ (1, … , n),

当 r′≠r时 , i(r′)≠i(r);pi(r)∈ (0, 1)。为了方便

表示 , 文中布尔变量的与和或将用乘和加来表示。

定义 2:n个布尔变量的子句的全体加上 0和

1构成的集合称为子句全集 M, 共有 3
n
+1个

元素。

定义 3:设 c1 , c2 , c3∈ M, M上的加法运算为:

c3 =c1 +c2

c3是 c1和 c2进行或运算所得的子句 。

定义 4:设 c1 , c2 , c3∈ M, M上乘法运算为:

c3 =
c
′
1 +c

′
2 当

c1 =c
′
1 +x

p
i,

c2 =c
′
2 +x

1-p
i

1 其他

其中 p∈ (0, 1), c
′
1 , c

′
2 ∈ M。显然乘法运算对 M是

封闭的。

定义 5:如果 F M, 则称 F为子句集。如果

乘法运算对 F是封闭的 , 则称 F为饱和子句集 ,

记作 Fg。由 F通过乘法运算生成的 Fg称为 F的饱

和子句集 。

定义 6:F的所有子句进行与所形成的布尔表

达式称为 F的合取范式 , 记作 f=f(F)。相反地 ,

以 f的所有子句构成的子句集合称为 f的子句集 ,

记作 F=F(f)。

定理 1:根据文献 [ 2]的证明 , 子句集 F的合

取范式 f与子句集 F的生成饱和子句集 Fg的合取

范式 fg恒等 , 即:

f(F)=fg(Fg)

定理 2:根据文献 [ 2]的证明和定理 1, 合取

范式 f可满足的充要条件是 , 合取范式 f的子句集

F所生成的饱和子句集 Fg不含 0。

2　合取范式的复杂性

定义 7:如果在 F的子句中 , 文字数最多的子

句为 p元子句 , 则称 F为 p元的 , 记作 F =p。

定理 3:设子句集 F的饱和子句集为 Fg, 如果

 Fg ≤p, 则 f=f(F)可满足性判定的空间复杂

度和时间复杂度小于或等于 n
3p
。

因为  Fg ≤p, 则 Fg子句数最大为:
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所以 , 在 F生成 Fg的过程中所需要的空间小于或

等于 n
p
, 所需要的时间小于或等于 n

p
n
p
n
p
=n

3p
。

在判定 Fg是否含零元素所需要的空间和时间小于

或等于 n
p
。因此 , 根据定理 2 , f=f(F)可满足性

判定的空间复杂度和时间复杂度小于或等于 n
3p
。

定理 4:设 F Gg, Gg是饱和子句集 , 则 F

的饱和子句集 Fg Gg。

因为 Fg Gg, Gg是饱和子句集 , 所以 F的任

何反复乘积生成元素都是 Gg的元素 , Fg Gg。

定理 5:设 Gg是饱和子句集 , 且它的元数

 Gg <p, 如果子句集 F Gg, 则 f=f(F)可满

足性判定的空间复杂度和时间复杂度小于 n
3p
。

因为 Gg是饱和子句集 , 且 F Gg, 根据定理 4

有 Fg Gg, 又因为  Gg <p, 所以  Fg <p,

根据定理 3得到 f=f(F)可满足性判定的空间复

杂度和时间复杂度小于 n
3p
, 因此 , 定理 5成立。

3　讨论与结论

对于二元可满足性问题 , 因为它的子句集 F

是二元的 , 不难证明 F的饱和子句集 Fg一定是二

元的
[ 3]
, 根据定理 3 , 二元可满足性问题判定的复

杂度小于或等于 n
6
。对于三元可满足性问题 , 因

为它的子句集 F的饱和子句集 Fg没有上述特性 ,

这就使得三元可满足性问题与二元可满足性问题具

有本质的差别 , 即定理 3揭示了三元可满足性问题

与二元可满足性问题的本质差别 。不难看出定理 3

也揭示了合取范式可满足性问题复杂度的本质是合

取范式的饱和子句集子句的个数的多少。寻找子句

个数最少的饱和子句集就是合取范式可满足性问题

判定的根本 , 另外 , 如果对于任意合取范式 , 最小

的饱和子句集的子句个数是指数的 , 则初步可断定

合取范式可满足性问题判定应该是非多项式的 。

定理 4告诉我们一个不含零元素的饱和子句集

Gg, 它可以保证一大类合取范式 f=f(F), F Gg

是可满足的 , 它为合取范式可满足性问题的判定提

供了一种有效的快速算法。

定理 5说明了这样一个事实 , 一个元数小于 p

的饱和子句集 Gg, 它规定了一大类合取范式 f=f

(F), F Gg可满足性问题是多项式可判定的。

总之 , 定理 3、定理 4和定理 5为合取范式可

满足性问题的判定和它的复杂性分析开辟了一条新

的思路。在这个基础上 , 对合取范式可满足性问题

的复杂性进行深入细致的分析 , 可以对问题有一个

更加清晰的认识。
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AComplexityAnalysisonSATProblem

YuFeng-ren, QiuHai-ming

(DepartmentofElectronicsandCommunicationEngineering, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Thesatisfiabilityofconjunctionnormalform(abbreviateSATproblem)isatypicalNP-complete

problem.TostudythecomplexityofSATproblem, anewconceptofsaturatedclausemusterhasbeenintroduced

withusingthecharacteristicofsaturatedclausemuster.ThesufficientconditionofSATproblemwasapprovedtobe

apolynomialandhasopenedoutessentialdistinctionof2SATand3SATproblems.Inconclusion, itwillbea

effectivemethodforthestudyofthecomplexityofSATproblemtoabstracttheessentialcharactersofthecomplexity

ofSATproblemthroughtransform.
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