
　
第 45卷　第 4期

2006年　7月

中山大学学报 (自然科学版)
ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM　UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

Vo l. 45　No. 4
Jul.　2006

　

C-内射 S -系
*

张　霞 1 , 王燕鸣 1, 2

(1. 中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275;
2. 中山大学岭南学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:不同的内射性的研究在 S -系研究中起着重要作用。通过定义 C-内射 S -系 , 讨论了 C-内射系的性质 、

充分必要条件。给出了 C-内射系的同调刻划。证明了有限内射系是 C-内射的 , C-内射系是主弱内射的 , 但对应

的逆命题不成立。得到了所有左理想是 C-内射的幺半群刻划及 C*半群上所有 S -系是 C-内射的同余刻划。
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1　C-内射 S -系

本文中 , 如无特别说明 , S表示幺半群 , S -系

SA (或简记为 A )表示左 S -系 。

S -系的各种内射性的研究是 S -系范畴研究的

一个重要课题 , 而对所有 S -系满足某种内射性的

幺半群刻划及弱内射系作成强内射系的同调刻划又

是 S -系内射性研究的重点
[ 1 -2]

。

S -系 A称为是内射的 , 如果对任意 S -系M , N ,

任意 S -单态 l:M →N及 S -同态 f:M→A , 存在 S -同

态 –f:N →A使如下格式交换:

将图中M取成有限生成系时 , A就是有限内射

系
[ 3]
;将图中 N取成半群 S , M相应地取成 S的左

理想 、 左主理想 、左有限生成理想 , A相应地就成

为弱内射系 、 主弱内射系 、有限弱内射系
[ 4]
。它

们之间的关系是:

　　以上箭头均不可逆。文 [ 3]与 [ 4]分别讨论了

有限内射系与主弱内射系 , 并给出了所有有限内射

系是内射的幺半群刻划以及所有 S -系是主弱内射

的幺半群刻划 。

在此基础上 , 本文定义了一类新的内射系称之

为 C-内射系。将证明 C-内射系是严格介于有限内

射系与主弱内射系之间的 S -系 , 即

　　本文讨论了 C-内射系的各种判定定理及性质 ,

给出所有 S -系是 C-内射的 、 所有 C-内射系是内射

的及幺半群 S的所有左理想是 C-内射的同调刻划。

得到 S的所有左理想是 C-内射的当且仅当 S是正则

自内射半群;所有 C-内射系是内射的当且仅当所

有 C-内射系是有限内射的且 S是左 Noetherian半

群。同时给出 C
*
半群上所有 S -系是 C-内射的同余

刻划 , 得到 C
*
半群上所有 S -系是 C-内射的当且仅

当 S有右零元 , 且对 SS上的任意同余 ρ, 对任意

m ∈ S , 存在 a ∈ Sm 使得 ma ρm 且 u ρv ua ρ

va , u , v ∈ S 。

文中的概念及术语参见文献 [ 1]与 [ 2] 。

定义 1　设 A是 S -系。称 A是 C-内射的 , 如

果对任意的从循环系 C到任意 S -系 B的 S -单态 ι,

对任意的 S -同态 f:C→A , 存在 S -同态 –f:B →A ,

使得下面格式可以交换:

当定义中的 S -系 C取成有限生成系时 A就是
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有限内射系;当 B取成半群 S , C取成 S的左主理

想时 , A就是主弱内射系。显然 , 有限内射系是 C-

内射系 , C-内射系是主弱内射系 , 但反之不成立 ,

见注 1, 注 2。

定理 1　设 A是 S -系 , 则下面命题等价:

(1)A是 C-内射 S -系 。

(2)设 a ∈ A , 则对任意 S -系 B ≥ A , 存在

S -同态 f:B →A使得 f(a) =a 。

(3)设 a ∈ A , E(A)是 A的内射包。则存在

S -同态 f:E(A)→A使得 f(a) =a 。

证明　(1) (2)设 A是 C-内射系且 a ∈ A 。

考虑自然的嵌入映射 ι:Sa →A及 ι':Sa→B 。由 A

是 C-内射系知存在 S -同态 g:B →A , 使得 gι'=ι。

故 g(a) =a 。

(2) (3)显然 。

(3) (1)设 Sm是任意循环 S -系 , f:Sm →B

是 S -单态 , g:Sm →A是 S -同态。由 E(A)是内射系

知存在 S -同态 α:B →E(A)使得 αf(m) =g(m)。由

(3), 存在 S -同态 π:E(A)→A使得 π(g(m)) =

g(m )。

定义映射 β:B →A , β =πα。显然 , β是 S -同

态且

β f(m ) =πα(f(m)) =π(g(m)) =g(m )

从而 β f =g 。

引理 1　S -系 A是 C-内射的当且仅当对任意 S

-系 B , 对任意循环系 Sb ≤B , 及对任意 S -同态

f:Sb→A , 存在 S -同态 –f:B →A使得 –f|Sb =f 。

证明　必要性显然 , 下证充分性 。设 A , B是

S -系 , Sb是循环系 , f:Sb→A是 S -同态 , ι:Sb→B

是 S -单态。则 Sb  ι(Sb)≤ B 。考虑映射 fι
-1
:

ι(Sb)→A , 其中 ι
-1
是 ι的逆映射 , 则 ι

-1
是 S -同

态 。由已知存在 S -同态 g:B → A使得 g |ι(Sb) =

fι
-1
。从而对任意的 s∈ S , gι(sb) =fι

-1
(ι(sb)) =

f(sb) , 故 gι=f 。

命题 1　每个 C-内射 S -系都含有一个零元 。

证明　设 A是 C-内射 S -系。取 a ∈ A , 定义

映射 f:S→A , f(s) =sa ,  s∈ S 。显然 f是 S -同

态。考虑自然的嵌入映射 ι:SS → S ∪
 
{θ}, 其中

{θ}是单元 S -系及 S -同态 f。由于 S =S 1是循环

系且 A是 C-内射的 , 故存在 S -同态 g:S ∪
 
{θ}→A

使得下面格式可以交换:

　　故 g(θ)∈ A且 sg(θ) =g(sθ) =g(θ),  s

∈ S , 从而 g(θ)是 A中的零元 。

注 1　令 S ={1, e, f}是左零半群 , 则 S是正

则半群 , 由文 [ 1]定理 4.1.6有 S S是主弱内射系。

但显然 SS没有零元 , 故由命题 1 , SS不是 C-内射

系。

引理 2　 (文 [ 5]引理 4)设 S是任意半群 , M

是 S -系 。则M可以唯一地分解为不可分子系的不

交并 。

定理 2　S -系 A是 C-内射系当且仅当 A有零

元 , 且对任意不可分 S -系 T及其循环子系 Sb , 对

任意 S -同态 f:Sb→A , 存在 S -同态 g:T →A使得

g |Sb =f。

证明　必要性显然 。现证充分性 , 假设所给条

件成立。设 Sb≤B是任意循环 S -系 , f:Sb→A是

S -同态。令 B =∪
 

i∈ IB i是 B的不可分分解。则存

在唯一的 j∈ I使得 Sb≤B j 。由于 B j是不可分的 ,

存在 S -同态 g:B j →A使得 g |Sb =f。设 0是 A的

一个零元 。定义映射 g':B →A ,

g'(x) =
g(x)　　若 　 x ∈ B j ,

0　　　　其它

则 g'是 S -同态。并且 g'(b) =g(b) =f(b) , 从而

g'|Sb =f。

引理 3　(文 [ 2]命题 3.1.2)设 S -单态 f:E →

G是可收缩的。如果 G是内射系 ,则 E也是内射系。

由 C-内射的定义可知内射系一定是 C-内射的 ,

下面命题给出 C-内射系是内射系的一个充分条件。

命题 2　每个循环的 C-内射 S -系都是内射系。

证明　设循环系 Sa是 C-内射的 。则由定理 1,

存在 S -同态 f:E(Sa)→ Sa使得 f|Sa =1Sa , 这里

1Sa是 Sa上的恒等同态。由引理 3, E(Sa)是内射

的有 Sa是内射系 。
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命题 3　设 {Ai |i∈ I}一簇 S -系 , 则下面命

题成立 。

(1)每个 Ai (i ∈ I)都是 C-内射系当且仅当 A

=∪
 

i∈ IA i是 C-内射系且每个 Ai (i∈ I)都含有一个

零元。

(2)A =∏i∈ I
A i是 C-内射系当且仅当每个 A i

(i∈ I)都是 C-内射系 。

证明　(1)假设每个 Ai (i ∈ I)都是 C-内射

系 。则由命题 1, 每个 Ai (i ∈ I)都含有一个零元 。

设 Sb≤B是任意循环系 , f:Sb→ A是 S -同态 。则

存在 i∈ I , 使得 f(Sb) =S f(b)≤A i 。由已知 A i

是 C-内射的 , 故有 S -态 g:B →A i满足 g |S b =f 。

显然 g也是 B到 A的 S -态。

反过来 , 设 A是 C-内射系且每个 Ai(i∈ I)都

含有一个零元。对任意的 i∈ I , 设 Sb≤B是任意

循环系 , f:Sb→A i是 S -同态。由 A是 C-内射系知

存在 S -同态 α:B →A使得 α|S b =f。令 π:A→A i
是自然投射且 β =πα。则 β是 B到 A i的 S -态 , 又

由 β(b) =πα(b) =π(f(b)) =f(b)得到 β |Sb =

f。

(2)设 A =∏i∈ I
A i是 C-内射系。则 A含有一

个零元设为 (θi)i∈ I , 易见 θi , i ∈ I是 A i的零元 。

设 Sb≤B是循环系 , f:Sb→Ai (i∈ I)是 S -同态 。

记 ι:Ai →A , π:A→Ai是自然的嵌入与投射 。由 A

是 C-内射的知存在 S -同态 g:B→A使得 g|Sb =ιf。

令 gi =π g , 显然 gi 是 B到 A i的 S -同态 。而且

gi (b) =π g(b) =πιf(b) =f(b) , 故 g i |Sb =f 。

反过来 , 设 A i(i∈ I)是 C-内射的 , Sb≤B , f:

Sb→A是 S -同态 。记 πi:A→Ai(i∈ I)是自然的

投射 。则存在 S -同态 g i:B → Ai 使得 gi (b) =

πi f(b)。由直积的定义知存在 S -同态 g:B →A =

∏i∈ I
Ai使得 πig =g i ,  i ∈ I 。所以 g(b) =

(g i(b))i∈ I =(πi f(b))i∈ I =f(b)得到 g |Sb =f。

命题 4　C-内射系的直和仍是 C-内射系 。

证明　设 {A i |i∈ I}是一簇 C-内射系 , 则由

命题 1, 每个 A i(i∈ I)都含有一个零元。设 Sb≤

B 是任意循环系 , f:Sb → i∈ IAi 是 S -同态 。则

f(b)∈  i∈ IA i只有有限多个分量不为 0。设 f(b)

∈  
n

i=1A j
i
, 其中 n是正整数且 {j1 , …, , jn} I 。

由命题 3知  
n

i=1Aji =∏
n

i=1
A ji是 C-内射的 , 故存

在 S -同态 g:B → 
n

i=1Aji满足 g |Sa =f。显然 g也

是从 B到  i∈ IAi的 S -同态。

2　C-内射系的同调刻划

定理 3　设 S是幺半群 , 则下面命题等价:

(1)所有 S -系是 C-内射的。

(2)所有有限生成 S -系是 C-内射的。

(3)所有循环 S -系是 C-内射的。

(4)所有不可分 S -系是 C-内射的 。

(5)所有循环 S -系是内射的。

(6)所有循环 S -系是有限内射的。

证明　 (1)  (2)  (3)显然。

(3) (1) 　设所有循环系是 C-内射的。设 A

是任意 S -系 , Sb是 S -系 B的循环子系 , f:Sb→ A

是 S -同态 。由 f(Sb) =S f(b) ≤ A 是循环系知

f(Sb)是 C-内射的 。故存在 S -同态 g:B → f(Sb)

使得 g|S b =f , 易见 , g是 B到 A的 S -同态 。

(1)  (4)显然。

(4)  (5)注意到循环系一定是不可分的 ,

因此由 (4)知所有循环系都是 C-内射的 。由命题

2即得 (5)。

(5)  (6)  (3)显然 。

引理 4　 (文 [ 3] 命题 4)设 M 是 S -系 ,

E(M )是M的内射包 , 则下面命题等价:

(1)M是内射的 。

(2)M是主弱内射的且含有零元 , E(M)  M

是 P-拟内射系。

引理 5　 (文 [ 6] 定理 1)S是左 Noetherian

半群当且仅当内射 S -系的直和仍是内射系。

引理 6　 (文 [ 3] 定理 9)所有有限内射 S -

系是内射的当且仅当 S是左 N oe therian半群 。

定理 4　设 S是幺半群 , 则下面命题等价:

(1)所有 C-内射 S -系是内射的。

(2)所有 C-内射 S -系是 ∑ -内射的。

(3)所有 C-内射 S -系是 ∑ -拟内射的 。

(4)所有 C-内射 S -系是拟内射的 。

(5)所有 C-内射 S -系是 P-拟内射的 。

(6)所有 C-内射 S -系是有限内射的且 S是左

Noethe rian半群。

证明 　(1) (2) 　设 A是 C-内射系。由命

题 1, A含有一个零元。故对任意指标集 I ,  i∈ IAi

是 C-内射的(命题 4), 其中 A i =A ( i∈ I)。由

(1)知  i∈ IA i是内射的 , 从而 A是 ∑ -内射的。
(2)  (3)  (4)  (5)显然。

(5) (1) 　设 A是 C-内射系 , 则 A是主弱内

射的且含有一个零元。令 E(A)是 A的内射包 , 由

命题 4知 E(A)  A是 C-内射系 , 故由 (5)有

E(A) A是 P-拟内射的。再由引理 4可得 A是内

射系 。

(1)  (6) 　设所有 C-内射系都内射 。由

8
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命题 4可得内射系的直和是 C-内射系 , 从而是内

射的。由引理 5得到 S是左 Noethe rian半群。

(6)  (1) 　设 (6)成立 。由引理 6, S是左

N oe therian半群当且仅当所有有限内射系是内射的 ,

从而所有 C-内射系是内射的。

3　C-内射系对幺半群的刻划

这一部分将给出幺半群 S上所有左理想是 C-

内射的幺半群刻划及 C*半群上所有 S -系是 C-内

射的同余刻划。

引理 7　 (文 [ 1]定理 4.5.10)设 S是幺半群 ,

则下面命题等价:

(1)S的所有左主理想是内射的 。

(2)S是正则自内射半群。

定理 5　设 S是幺半群 , 则下面命题等价:

(1)S的所有左理想是 C-内射的。

(2)S的所有左有限生成理想是 C-内射的 。

(3)S的所有左主理想是 C-内射的。

(4)S的所有左主理想是内射的 。

(5)S的所有左主理想是有限内射的 。

(6)S是正则自内射半群。

证明　(1)  (2)  (3)显然 。

(3)  (1) 　设 I是 S的任意左理想 , Sb是

S -系 B的循环子系 , f:Sb→ I是 S -同态 。则 f(Sb)

=S f(b)≤ I是 S的左主理想。由 (3), f(Sb)是 C-

内射系 , 故存在 S -同态 g:B → f(Sb)使得 g|Sb =

f。把 g看成从 B到 I的 S -同态就得到 I是 C-内射

的 。

(3)  (4) 　由命题 2, 循环的 C-内射系是

内射的 。因此 , S的 C-内射左主理想是内射的。

(4)  (5)  (3)显然。

(4)  (6)由引理 7可得 。

注 2　设 S ={1, 0, e, f}是半格 , 其中 ef =fe

=0。由文 [ 1] 3.4.5, K ={0, e, f}不是由幂等元

生成的 , 故 K不是有限弱内射系 , 当然也不是有

限内射系。但直接验证可得 , S是自内射正则半群 ,

从而由定理 5, K是 C-内射系。

注 1说明了主弱内射系不是 C-内射系 , 注 2

说明 C-内射系不是有限内射系 。从而

定义 2　称幺半群 S为 C
*
半群 , 若每个 S -系

都可分解为循环子系的不交并 。

注 3　C
*
半群是存在的 。如 S是群时 , 任意

S -系都是单子系的不交并 。

下面的讨论中 S表示 C
*
半群。

引理 8　下面命题等价:

(1)S -系 A是 C-内射的 。

(2)A含有一个零元 , 且对任意循环系 B及其

循环子系 Sb , 对任意 S -同态 f:Sb→ A , 存在 S -

同态 g:B →A使得 g |Sb =f 。

证明　(1)  (2)显然。假若 (2)成立 ,

下面证明 A是 C-内射的 。由定理 2, 只需证明对任

意的不可分 S -系 B及其循环子系 Sb≤B , 对任意

S -同态 f:Sb→A , 存在 S -同态 g:B → A , 使得

g |Sb =f。但 S是 C
*
半群 , 从而不可分 S -系 B是

循环系 , 应用 (2)可得结论成立 。

设 ρ是 S -系 A上的同余 , π:A→A /ρ, π(a) =

 a ,  a ∈ A , 其中  a表示 a关于等价关系 ρ所在的

等价类 , 称为典型满态 (见文 [ 1] 1.4.19)。 ke rπ

是核同余 。

定理 6　下面命题等价:

(1)所有 S -系是 C-内射的。

(2)S有右零元 , 且对 S S上的任意同余 ρ, 对

任意 m ∈ S , 存在 a ∈ Sm 使得 ma ρm 且 u ρ

v ua ρva , u , v ∈ S 。

证明 　 (1) (2) 　由 SS是 C-内射的知 SS

含有一个零元 0, 即对任意的 s∈ S都有 s0 =0 ,

故 0就是半群 S的右零元。设 ρ是 SS上的任意同

余。令 π:S→S /ρ是典型满态。对任意的 m ∈ S ,

由于 π(Sm ) =Sπ(m)是循环系且由 (1), π(Sm)

是 C-内射系知存在 g:S /ρ→π(Sm )使得 g|dπ(Sm)

=1π(Sm) 。

则存在 a∈ Sm使得 g(1) = a , 其中 1是 S的单位

元。从而

π(ma) =m a =mg(1) =

g( m ) = m =π(m) ma ρm

若 u ρv, u , v ∈ S , 则

 u =–v g( u) =ug(1) =u a =

g(–v) =vg(1) =v a ua ρva

　　 (2)  (1) 　设 0是 S的右零元 , A是任意

S -系 。取 a ∈ A , 则 0a ∈ A是 A的零元。由引理

8, 要证 A是 C -内射系 , 只需证明对任意的循环系

Sc及其循环子系 B , 对任意 S -同态 f:B → A存在

S -同态 g:Sc→ A满足 g |B =f。

由 Sc是循环系有 π:S→Sc, π(s) =sc,  s∈

S是 S -满态。令 B =Smc, m ∈ S , 由已知存在 a

9
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∈ Sm使得m a ke rπm且 u ke rπ v ua kerπ va , u ,

v ∈ S 。

定义映射 g:S c→A为 π(s)|→ f(π(sa))。若

存在 s, t ∈ S , 使得 π(s) =π(t)则 s ke rπ t sa

kerπ ta π(sa)=π(ta) f(π(sa))=f(π(ta)), 这

就证明了 g是有定义的 。显然 g还是 S -同态 。对

任意的 x ∈ B =Smc , 总存在 sm ∈ Sm使得 x =

π(sm ) , 故 g(x) =g(π(sm)) =f(π(sma)) =

f(s(π(ma))) =f(sπ(m )) =f(π(sm)) =f(x) ,

这说明 g|B =f。由此得到 A是 C-内射系。
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Abstract:A new type of injectiveS -acts is de fined, named C-injectiveS -acts. It is proved that finite ly injective

acts are C-injective and C-injective ac ts a re principally weak ly in jec tive, bu t no t conve rse ly. Propertie s and

su fficient and necessa ry conditions fo r C-injective acts are discussed. Characterizations fo rmonoids all le ft ideals

overw hich are C-in jec tive and congruence charac te riza tions fo rC
*
mono ids all acts ove rwhich are C-in jective are

obtained.

Key words:C-in jec tive act;cyc lic ac t;S -homomorphism
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