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摘　要:时间标度 (简称 “时标”)演算法不仅很好地将连续和离散情形结合于统一的模式中 , 而且它包含更

广泛的情形。利用时标理论及其广泛的应用背景 , 运用 Lyapunov函数法旨在分析并建立时标动态方程结构扰动

下的各种稳定性准则。
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　　考虑一阶时标动态方程

x
■

=f(t, x), t∈ T (1)

以及它的扰动系统

y
■

=f(t, y)+g(t, y), t∈ T (2)

这里 f, g∈ Crd(T, Ψk, R
n
),记 Ψk ={x‖x‖ <k},

Ψ
c
k ={x‖x‖ ≥k>0},

Sr ={x‖x‖ ≤ r}。f(t, x)=0当且仅当 x=0。

g(t, y)本质上未知 , 但有界。x
■
(t)表示 x在 t∈ T

的导数 。记方程(1)满足初始条件 x(t0)=x0 , t∈ T

的解为 x(t)=x(t, t0 , x0), 方程 (2)满足初始条

件 y(t0)=y0 , t0 ∈ T的解为 y(t)=y(t, t0 , x0)。本

文假设方程(1)满足 x(t0)=x0 , t∈ T的解 x(t)=

x(t, t0 , x0)在 [ t0 , ∞)T上存在且惟一。关于方程

(1)解的局部和全局存在性结论可参见文 [ 1] 。

Kaymak alan
[ 1]
和 Lakshmikantham等

[ 2]
, 及 Da-

cunha
[ 3]
及欧柳曼等

①
从不同角度探讨了时标动态

方程的 Lyapunov稳定性问题 , 但 Lyapunov稳定性

只考虑初始条件的扰动 , 一个数学模型描述的是一

个实际动态系统 , 往往只是近似的 , 为了使问题理

想化 , 变得易于解决 , 人们往往忽略一些次要因

素 。因此考虑时标动态系统结构扰动下的 Robust

稳定性 , 更有实际意义。

1　定义及引理

本节给出一些相关的预备知识 , 更多内容可见

文 [ 4-5] 。

设 T为一时标 (即实数集 R的任意非空闭子

集 , 具有通常意义下 R的良序性和拓扑结构), a

≥0为 T的最小元 , 但无最大元 。时标区间是指实

数区间与给定时标集的交集 , 如 [ a, ∞)T ={tt∈

T, t≥a}。

由于时标中点有可能是间断的 , 因此跳跃算子

的概念极为有用。

定义 1　前向跳跃算子 σ(t), 以及后向跳跃

算子 ρ(t), 分别定义为

σ(t):=inf{s>t, s∈ T},

ρ(t):=sup{s<t, s∈ T}。

步差函数 μ:T※[ 0, ∞)是指 σ(t)-t。点 t∈

T分别称为右发散的 , 右稠密的 , 左发散的 , 左稠

密的 , 孤立的 , 稠密点 , 若 σ(t)>t, σ(t)=t, ρ(t)

<t, ρ(t)=t, ρ(t)<t<σ(t), ρ(t)=t=σ(t)。

若 f:T※R为一函数 , 记 f(σ(t))=f
σ
(t)。

定义 2　对函数 f:T※R以及 t∈ T,定义 f
■
(t)

为 f(t)的导数 , 假如它存在并且 ε>0,  t的邻

域 U使得

[ f(σ(t))-f(s)] -f
■
(t)[ σ(t)-s] ≤

εσ(t)-s,  s∈ U

定义 3　称 f:T×R
n
※R

n
为 rd-连续 , 并记所

有 rd-连续函数的集合为 Crd(T×R
n
, R

n
), 若

(1)f(t)在 t为右稠密的点(t, x)处连续 ,

(2)极限 f(t, x)= lim
(s-y)※(t-, x)

f(s, y)和 f(t, x)

=lim
y※x

f(t, y)在 t为左稠密的点(t, x)处存在 。

定义 4
①
　称方程 (1)的零解是指数渐近稳定

① OULM, ZHUSM.Stabilityanalysisfordynamice-

quationsontimescales[ J] .ActaMathematicaScienta, 2006

(Toappear).
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的 (简称指数稳定), 若存在常数 C>0, γ>0, 使

得对任意的 t0和 x0 , 相应的解 x(t)满足

‖x(t)‖ ≤‖x0‖ CeΘγ(t, t0),  t∈ [ t0 , ∞)T
以下给出时标动态方程的 Robust稳定性定义 。

定义 5　称 (1)式的零解是结构扰动下 Robust

稳定的 , 若对  ε>0,  δ1(ε)>0, δ2(ε)>0,当

‖ g(t, y)‖ ≤δ1(ε), ‖y0‖ ≤δ2(ε)时 , (2)式的

解对 t∈ [ t0 , ∞)T有估计式 ‖ y(t, t0 , y0)‖ <ε。

定义 6　称 (1)式的解在结构扰动下有界 (或

称在经常干扰下 Lagrange稳定), 若 r>0 ,  常

数 β(r)>0, a(r)>0使得当 r<‖y‖ ≤β(r)时 ,

有 ‖ g(t, y)‖ <a(r),且若 y0 ∈ Ψr , 对一切 t∈

[ t0 , ∞)T , 有

‖ y(t, t0 , y0)‖ <β(r)。

定义 7　对于给定的函数 f(r)∈ R
+
, (1)式的

解是在 f(r)级结构扰动下耗散的 , 若存在常数 B>

0, α>0, β >0使得对 ‖y‖ ≤ β , 有

‖g(t, y)‖ <αf(‖y‖ )

且 lim
—

t※∞
‖y(t, t0 , y0)‖ <B。

为了能将 Robust稳定性与系统解的相关性质

进行比较 , 这里先引入 2个引理 。

引理 1
[ 4]
　若存在 V(t, x)∈ Crd(T×Ψk, R

+
)

及常数 c1 >0, c2 >1, c3 >0 , 使得对  (t, x)∈ T

×Ψk , 有

(1)c1‖x‖ ≤V(t, x)≤c2‖x‖;

(2)D
+
V
■
(t, x)(1)≤(Θc3)‖x‖

则方程 (1)的零解指数稳定 。

引理 2①　若存在函数 V(t, x)∈ Crd(T×Ψ
c
k,

R
+
)满足

(1)V(t, x)≤φ(‖x‖);

(2)D
+
V
■
(t, x)≤-φ(‖x‖), φ∈ K

则 (1)式表达一耗散系统 。

2　Robust稳定性判据

关于方程 (1)的结构扰动下的 Robust稳定性 ,

本文得到了如下的判定准则。

定理 1　设时标 T, (0≤μ(t)≤μm <∞)上存

在函数 V(t, x)∈ Crd(T×Ψk, R
+
)满足

(1)φ1(‖x‖)≤V(t, x)≤φ2(‖x‖ ), φ1 , φ2

∈ K;

(2)D
+
V
Δ
(t, x)(1)≤-cV(t, x), c>0;

(3)V(t, x)关于第二变量满足 Lipschitz条件 ,

即:‖V(t, x)-V(t, y)‖ ≤ l‖x-y‖ ,  x, y∈

Ψk, l为正常数。

则方程 (1)的零解在结构扰动下 Robust稳定 。

证明　对任意 ε>0, 取 0 <δ1(ε)<ε使得

φ2(δ1)<φ1(ε), 且选取充分小的 δ使得

cφ1(δ1)-lδ>0 , δ<δ1

因为　　D
+
V
Δ
(t, y)(2)≤

-cV(t, y(t, t0 , y0))+l‖g(t, y(t, t0 , y0))‖ ≤

-cV(t, y(t, t0 , y0))+lδ,

从而　　V(t, y(t, t0 , y0))≤

e-c(t, t0)V(t0 , y0)+∫
t

t0
e-c(t, σ(τ))lδΔτ=

e-c(t, t0)V(t0 , y0)+
lδ
c∫

t

t0
[ e-c(t, τ)]

Δ
τΔτ=

e-c(t, t0)V(t0 , y0)+
lδ
c
-
lδ
c
e-c(t, t0)

又因为 φ2(‖y0‖)<φ2(δ1)<φ1(ε), cφ1(ε)>

cφ1(δ1)>lδ,故

φ1(‖y(t, t0 , y0)‖)≤V(t, y(t, t0 , y0))≤

e-c(t, t0)V(t0 , y0)+
lδ
c
-
lδ
c
e-c(t, t0)≤

e-c(t, t0)φ2(‖y0‖)+
lδ
c
-
lδ
c
e-c(t, t0)≤

e-c(t, t0)φ1(ε)+
lδ
c
-
lδ
c
e-c(t, t0)≤φ1(ε)

从而对  t∈ [ t0 , ∞)T , 有

‖y(t, t0 , y0)‖ ≤ε。

定理 1的条件蕴涵(1)式零解的指数稳定 , 即

指数稳定蕴涵着结构扰动下的 Robust稳定性。但对

一般系统 , 逆结论不一定成立。对于线性系统本文

有下面的结论 。

定理 2　对于线性系统

x
Δ
=A(t)x, t∈ T (3)

其中 , A(t)∈ Crd(T, R
n×n

)是退化的 , 且 ‖I+μA‖

<∞。 (3)式的零解在结构扰动下的 Robust稳定

性蕴涵着它的指数稳定性。

证明　因为 x(t)=0在结构扰动下为 Robust

稳定的 , 考虑在 ‖ x‖ ≤1的邻域 , 取 ε=1/2, 则

存在 δ>0, 方程 (3)的结构扰动系统

y
Δ
=A(t)y+δ(I+μA(t))y (4)

的解 y(t, t0 , y0)(其中‖ y0‖ <δ)满足

‖ y(t, t0 , y0)‖ <
1
2

(3)式和(4)式的解满足关系式

y(t, t0 , x0)=x(t, t0 , x0)eδ(t, t0)

从而

10

① OULM, ZHUSM.Boundednessanddissipationfor

dynamicequationsontimescale[ J] .AnofEqus, 2006 (To

appear).
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‖ x(t, t0 , x0)‖ =

‖ y(t, t0 , y0)‖eΘδ(t, t0)<
1

2
eΘδ(t, t0)

所以 x(t)=0是指数稳定的。

特别地 , 当 T=R,即 μ(t)≡ 0时 ,只需 A(t)

∈ C(R, R
n×n

), 而其它条件显然成立 , 此时定理 2

正是相应连续系统的相关结论 。

定理 3　若存在函数 V(t, x)∈ Crd(T×Ψ
c
k,

R
+
)满足

(1)φ1(‖x‖ )≤ v(t, x)≤φ2(‖x‖ ), φ1 , φ2
∈ KR;

(2)D
+
V
Δ
(t, x)(1)≤-c(‖x‖ ), c(r)连续正

定;

(3)V(t, x)关于 x满足 Lipschitz条件 , 即

‖ V(t, x)-V(t, y)‖ ≤ l‖x-y‖ ,  x, y∈

Ψ
c
k, l为正常数。

则方程 (1)的零解在结构扰动下 Lagrange稳定。

证明　对任意 r>0,取 β(r)>0使得 φ1(β)>

φ2(r), 由条件(2), 对紧集 r≤‖x‖ ≤β中的 x,

存在 l(r)>0和 λ(r)= inf
r≤‖x‖≤β

c(‖x‖ )>0使得

‖V(t, x)-V(t, y)‖ ≤ l(r)‖x-y‖

及

D
+
V
Δ
(t, x)(1)≤-c(‖x‖)≤λ(r)

因此在 T1和 r≤‖x‖ ≤β中有

D
+
V
Δ
(t, y)(2)≤

D
+
V
Δ
(t, x)(1)+l(r)‖g(t, y)‖ ≤

-λ(r)+l(r)‖g(t, y)‖ 。

取 γ(r)满足 0 <γ(r)≤
λ(r)
l(r)

。则对于 t∈ [ t0 ,

∞)T, r≤ ‖x‖ ≤ β中的 ‖g(t, y)‖ ≤γ(r), 有

D
+
V
Δ
(t, y)(2)≤ 0

从而对 y0 ∈ Ψr={y‖y‖≤r}及  t∈[ t0 , ∞)T, 有

φ1(‖y(t, t0 , y0)‖)≤V(t, y(t, t0 , y0))≤

V(t0 , y0)≤φ2(‖y0‖ )≤ φ2(r)<φ1(β),

即 ‖y(t, t0 , y0)‖ <β 。故结论为真。

定理 4　若定理 3的条件满足 , 设 L(r)是 Lip-

schitz常数 , 若对  x, y∈ Sr,

‖V(t, x)-V(t, y)‖ ≤L(r)‖x-y‖成立。

若 r※∞, L(r)f(r)=0(c(r)), 则方程 (1)的解

在 f(r)级结构扰动下是耗散的 。

证明 　由假设 , 可选择 α > 0使得 α≤

c(r)
2L(r)f(r)

。当 r≥k时 (k为某一正常数), 对此

α, 若

‖ g(t, y)‖ ≤αf(‖y‖)

当‖ y‖≥k时 , 有

D
+
V
Δ
(t, y)(2)≤

D
+
V
Δ
(t, y)(1)+L(‖y‖ )‖g(t, y)‖ ≤

-c(‖y‖ )+αL(‖y‖ )f(‖y‖ )≤

-
1

2
c(‖y‖ )

故由引理 2知 , 结论成立。
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Abstract:Thecalculusoftimescalesnotonlyunifiesthecontinuousandthediscreteinonemathematicalform,

butalsoincludesmoresituations.Utilizingthetheoryoftimescaleanditsextensiveapplication, herebyusingthe

methodofLyapunovfunction, somecriteriaofstabilityunderthestructuralperturbationfordynamicequationson

timescalesareanalyzedandestablished.
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