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近似已知函数的高精确度样条磨光微商方法
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摘　要:利用高精度样条函数磨光方法 , 构造了一种新的求近似已知函数微商的稳定方法。与 Groetsch提出的

求近似导数方法相比较 , 极大地提高了稳定近似导数的收敛率 , 在一定条件下可达到 O(δ
l- 1
l ) ( l是奇数 )。数值

实验显示新方法是有效的算法。
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　　在实际问题中会遇到求近似已知函数的微商 ,

这是一个典型的不适定问题
[ 1, 2]
, 即函数的一个微

小的扰动会使得导数值有巨大的变化 , 因此求导数

是相当不稳定的 , 对这类问题要用特殊的方法 。常

用的方法有磨光法
[ 3, 4]
, 差分法

[ 5 - 7]
, 正则化方

法
[ 8]
及正则 -样条方法

[ 9]
等。 G roe tsch在文 [ 6, 7,

10]中对这一问题做过详细的研究 , 尤其在文 [ 10]

中 , 采用了一种新的方法 , 即通过求积分的方法来

求近似导数 , 得到了求导运算中稳定近似导数的最

优收敛率为 O(δ
2 /3
) , 这里 δ是近似数据的误差

界 。G roetsch在文 [ 10]中引进一算子 Dh :

Dh f(x) =
3

2h
3∫

h

-h
tf(x +t)dt (1)

这里 h是小参数 , 把 D h f(x)作为 f′(x)的近似值 。

假设 f(x)是某区间 I上的有三阶有界的连续导数 ,

f
δ
(x)是 f(x)的有界可积近似函数 , 则只要选择 h

=cδ
1 /3
, 就有 ‖Dh f

δ
- f′‖ =O(δ

2 /3
)。本文在文

[ 10]的基础上提出了一种新的求近似导数的稳定

方法 , 在一定条件下近似导数的收敛率达到

O(δ
l- 1
l )(l是奇数 )。

1　高精度稳定求导数方法

作一个简单的变换 , (1)就变成如下形式

Dh f(x) =
3

2h
2∫

x+h

x-h

ζ- x
h

f(ζ)dζ (2)

简单验算可知 , 用 Dh f(x)来近似代替 f′(x), 其

代数精度为 2。为了提高代数精度 , 能否找到一般

的核函数 ψ(ζ- x
h
)来代替 (2)式中的核函数

3(ζ- x)
2h

, 即找到如下形式的近似微商公式

Dh f(x) =
1

h
2 ∫

x+ρh

x-ρh
ψ(

x - t
h
)f(t)dt (3)

这里 , ρ>0待定 。为了找到具体的形式 , 采用高

精度磨光公式
[ 4]

M h f(x) =
1
h∫

+∞

-∞
Ψm , n(

x - t
h
)f(t)dt (4)

其中 , Ψm , n(x) =Pm , n(δ
2
)Ψm (x), 而 Pm , n(λ) =

∑
q

k=0
γ
(m)
k λ

k

, q =[ n /2] ,m , n是正整数 , 其中 γ
(α)
k =

∑
k

j=0

γk - jγ
(α- 1)
j , α=1, 2, …,m 。这里

γ
(0)
0 =γ0 =1, γ

(0)
k =γk =

(- 1)
k

[
1 3…(2k - 1)]

2

2
2k
(2k +1)

, 　k =1, 2, 3, …

γ
(m)
0 =1, γ

(m)
1 =-

m +1

24
, γ
(m)
2 =

-
(m +1)(27 +5m )

5760

而 Ψm (x) =δ
m+1
{x

m

+ m/  }>0, δ表示步长 1为的差

分算子。当 m =1, 2时 , 可求得

Ψ1(x) =
0, 　　 |x |≥ 1

1 -|x| |x |<1
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Ψ2(x) =

0, |x |≥
3

2

- x
2
+3

4
|x |< 1

2

1
2
x
2
-

3
2
|x|+

9
8
, 　

1
2
≤|x |≤

3
2

于是 ,

Ψm , n(x) =∑
q

k=0
γ
(m)
k δ

2k
Ψm (x)

而

δ
2k
Ψm (x) =∑

2k

j=0

(- 1)
j 2k

j
Ψm (x +k - j) =

∑
k

j=-k
(- 1)

k+j 2k

k +j
Ψm (x - j)

因此
[ 4]

Ψm , n(x) =∑
q

j=-q
d
(m)
j Ψm (x - j) (5)

d
(m)
j =∑

q

k=0

(- 1)
k+j 2k

k +j
γ
(m)
k ,

j≤ k , d
(m)
-j =d

(m)
j

当 q =1时可算出 (m ≥ 2):

d
(m)
0 =m +13

12
, d
(m)
1 =- 1 - m

24

当 n =4 , 即 q =2时可算出

d
(m )
-2 =d

(m)
2 =γ

(m)
2 ,

d
(m)
1-1 =d

(m)
1 =γ

(m)
1 - 4γ

(m )
2 ,

d
(m)
0 =1 - 2γ

(m )
1 +6γ

(m)
2

特别地 , 当 m =2时 , 算得 d
(2)
0 =3267

2880
, d
(2)
1 =

-
69

1440
, d
(2)
2 =-

111

5760
。

注:由文 [ 11]可知 , 公式 (4)的代数精度为

2q 。

我们定义

N
m , n
h f(x) = 1

h∫
+∞

-∞

d
dx
Ψm , n(

x - t
h
)f(t)dt (6)

其中 , h >0为参数 , 并把 N
m , n
h f(x)作为 f′(x)的近

似值。

简单计算知 (6)式可化为

N
m , n
h f(x) =

1

h
2∫
+∞

-∞
Km , n(

x - t

h
)f(t)dt =

1

h
2 ∫

x+ρh

x-ρh
Km , n(

x - t
h
)f(t)dt =

1

h ∫
ρ

-ρ
Km , n(t)f(x - th)dt

即

N
m , n
h f(x) =

1

h∫
ρ

-ρ
Km , n(t)f(x - th)dt (7)

其中 ,

Km , n(t) =Pm , n(δ
2
)δΨm -1(t), ρ=(m +2q +1) /2

经简单计算可知

Km , n(t)=Pm , n(δ
2
) Ψm -1(t +

1
2
) - Ψm-1(t -

1
2
) =

∑
q

j=-q
d
(m)
j Ψm- 1(t+

1
2

- j) - Ψm-1(t -
1
2

- j)

假定 f(x)是某区间 I上的有界连续可微函数 , 已

知 f(x)的有界可积近似函数 f
δ
(x) , 满足

‖ f
δ
- f‖ = sup

x∈ I
|f
δ
(x) - f(x)|≤ δ (8)

令 К(δ,Mm ) ={f:f ∈ C
m
(R), ‖ f

(m )
‖ ≤Mm <

∞(m是自然数 ), ‖ f
δ
- f‖ ≤δ}。

定理 1　令 l =2q +1 , 假设 f(x)∈ C
l
(R) ,

且 ‖ f
(l)
‖ ≤M l , 则

N
m , n
h f(x) - f′(x) =

1
h ∫

x+ρh

x-ρh
Ψm , n(

x - t
h
)(f′(t) - f′(x))dt =

1

h ∫
x+ρh

x-ρh
Ψm , n(

x - t

h
)
(t - x)

l-1

( l - 1)
f
(l)
(ζ)dt

进而有误差估计

sup
x∈ R
|N

m , n
h f(x) - f′(x)|≤

M l

(l - 1)
σm , n h

l-1

其中 , ρ=q +(m +1) /2, ζ=ζ(x), x - ρh <ζ

< x +ρh , 且

σm , n =∫
ρ

-ρ
|Ψm , n(t)t

l- 1
|dt (9)

证明　可仿照文 [ 11]定理 3.2的证明方法 ,

证明如下:由于
1
h∫

∞

-∞
Ψm , n(

x - t
h
)dt =1 , 故

f′(x) = 1
h∫

∞

-∞
Ψm , n(

x - t
h
)f′(x)dt (10)

又根据分部积分法得

N
m , n
h f(x) =

1

h∫
+∞

-∞

d

dx
Ψm , n(

x - t

h
)f(t)dt =

-
1
h∫

+∞

-∞

d
dt
Ψm , n(

x - t
h
)f(t)dt =

1

h∫
+∞

-∞
Ψm , n(

x - t

h
)f′(t)dt

由上式及 (10)式得

N
m , n
h f(x) - f′(x) =

1
h ∫

+∞

-∞
Ψm , n(

x - t
h
)(f′(t) - f′(x))dt (11)

由 Tay lor公式得

f′(t) - f′(x) =

∑
l-2

j=1

f
1+j
(x)
j
(t - x)

j
+
f
l
(ζ)
l
(t - x)

l-1
(12)

由于

∫
∞

-∞
Ψm , n (

x - t

h
)(t - x)

j
dt =0 ,

14
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j =1, 2, …, l - 2 (13)

且

Ψm , n(
x - t
h
) =0, 　

|x - t|
h

≥ρ (14)

由 (11), (12), (13), (14)式便可知道结论成立 。

注:由以下定理 2可知 , 求导公式 (6)的代数

精度为 2q , 即代数精度为 n - 1(当 n为奇数 )或

n(当 n为偶数 )。例如 , 当 n =4时 , 求导公式

(6)的代数精度为 4 , 当 n =3时 , 求导公式 (6)

的代数精度为 2 。

定理 2　令 l =2q +1 , 假设 f(x)∈ К(δ,M l)

则

‖N
m , n
h f

δ
- f′‖ ≤

ωm , n
h
δ+

M lσm , n
(l - 1)

h
l-1

这里 , ωm , n =∫
ρ

-ρ
|Km , n(t)|dt, σm , n按(9)式定义。

证明　由于

|N
m , n
h f

δ
(x) - N

m , n
h f(x)|=

|N
m , n
h (f

δ
(x) - f(x))|≤

δ
h∫

ρ

-ρ
|Km , n(t)|dt =

δ
h
ωm , n

这里 , ωm , n =∫
ρ

-ρ
|Km , n(t)|dt。

由定理 1及上式可知

‖N
m , n
h f

δ
- f′‖ ≤

‖N
m , n
h f

δ
- N

m , n
h f‖ +‖N

m , n
h f - f′‖ ≤

δ
h
ωm , n +

M l

(l - 1)
σm , nh

l-1
。

由此可见结论成立。

由定理 2立即可得

推论 1　令 l=2q+1 , 假设 f(x)∈ К(δ,M l)。

令 g(h) =δ
h
ωm , n +

M l

(l - 1)
σm , nh

l-1
, 则当 h

*
=

(
ωm , n(l - 2)

M lσm , n
)

1
l δ

1
l 时 , g(h

*
)取最小 , 而且

‖N
m , n
h* f

δ
- f′‖ ≤ g(h

*
)

注:令 l=2q+1 , 假设 f(x)∈ К(δ,M l) , 如

果取 h = dδ
1
l (d > 0) , 则 ‖N

m , n
h f

δ
- f′‖ =

O(δ
l- 1
l )。

为了得到近似已知函数的数值微商公式 , 只需

将式(7)中积分换成相应和数 , 我们采用复合梯形

求积公式

N
m , n
h f(x) =

1

h ∫
ρ

-ρ
Km , n(t)f(x - th)dt≈

1

h ∑
n

i=0

τiKm , n(ti)f(x - tih) =:N h f(x)

这里

Km , n(ti) =

∑
q

j=-q
d
(m)
j Ψm -1(ti +

1

2
- j) - Ψm -1(ti -

1

2
- j) ,

i =0, 1, 2 , …, n ,

τ0 =τn =
h
′

2
, τi =h

′
, i =1, 2, …, n - 1,

ti =- ρ+ih
′
, h
′
=

2ρ
n

2　数值例子

假设 f(x) =e
x2

(- 1≤ x≤ 1), f
δ
(x) =f(x)

+δ* rand(x), f′(x)=2xe
x2

。取 δ=0.01, n =100。

以下图形是用 MATLAB进行计算所得。

图 1　求某近似已知函数导数数值实验图

F ig. 1　Num erica l experim ents for differentiation of

approxim ate ly specified functions

图 1(a) - (d)是采用新旧方法求导数实验图 ,

图形 (a)是采用 G roetsch的方法 , 图形(b) -(d)

是采用高精度样条磨光求导的方法 (新方法 ), 实

线表示导函数 (精确解 )对应的图形 , 虚线表示

导函数的计算值。实验所得到的结果与我们从理论

上所得到的结果一致 , 即我们的求导方法是非常有

效的 , 优于 G roe tsch的求导方法 。
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A Stab le H igh Accuracy SmoothingM ethod by Spline Function for

D ifferentiation ofApproxmi ately Specified Functions
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Abstract:A new stable smoo th ingme thod by spline func tion fo r diffe rentiation of specified functions is presented.

The convergence ra te o f the approximate differentiation is improved under some conditions and tha t the improved

estima te isO(δ
l- 1
l ) , as compared w ith the G roe tsch's method for approx ima te differentiation. The experimenta l

simulation show s tha t the new methods are effective.

Key words: ill-posed problems;approx ima te diffe rentiation;conve rgence ra te
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