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摘　要:通过罗恩早已提出的一条简单而统一的新途径 , 系统地建立了压电弹性薄板动力学的虚功原理和 8类

变量 、 6类变量 、 4类变量与 2类变量非传统 Hamilton型变分原理。这种新的变分原理能反映动力学初值 -边值

问题的全部特征。
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　　压电弹性薄板在智能结构中有广泛的应用 , 对

于压电弹性动力学 , Tiersten
[ 1]
于 1969年建立了 2

类变量 Hamilton型变分原理;Sandhu和 Pister
[ 2]
于

1971年建立了 6类变量 Gurtin型变分原理;Oden

和 Reddy
[ 3]
于 1976年建立了 6类变量简化 Gurtin

型变分原理 , 但其泛函式中与初始条件有关的项有

明显错误 。罗恩等
[ 4]
于 1997年系统地建立了虚功

原理 、 互等定理和 8类变量 、 6类变量 、 4类变量

与 2类变量简化 Gurtin型变分原理 , 不仅改正了

Oden和 Reddy在专著 [ 3]中的错误 , 而且给出了正

确的泛函式 。罗恩等
[ 5]
于 2002年又系统地建立了

有限变形压电弹性动力学的虚功原理和 8类变量 、

6类变量 、 4类变量与 2类变量非传统 Hamilton型

变分原理 , 这种新的变分原理能反映以上动力学初

值 -边值问题的全部特征 , 从而克服了 Hamilton

型变分原理不能反映动力学初值 -边值问题的全部

特征的固有缺陷 。但是 , 有关压电弹性薄板动力学

的一些基本原理 , 如虚功原理和能反映动力学初值

-边值问题全部特征的简化 Gurtin型变分原理和非

传统 Hamilton型变分原理还没有系统建立。

本文首先给出一个压电弹性薄板动力学的广义

虚功原理的表式 , 然后从该式出发 , 不仅能得到虚

功原理 , 而且通过所给出的广义 Legendre变换 ,

还能系统地成对导出压电弹性薄板动力学的 8类变

量 、 6类变量 、 4类变量与 2类变量非传统 Hamil-

ton型变分原理的互补泛函 。同时 , 通过这条新途

径 , 能更清楚地阐明这些原理之间的内在联系 。

1　压电弹性薄板的基本方程和条件

考虑厚度为 h的压电弹性薄板 , 取薄板中面为

xy平面 , z轴与 x, y轴垂直 , 变形满足 Kirchhoff

假设 , 沿 z轴极化 , 只考虑横向电场 Ez, 其基本方

程 、 边界条件和初始条件如下:

(1)速度挠度关系

v= w/ t=w﹒ (1)

其中位移函数为 w(x, y, t), u=-z w/ x=-zw, x, v

=-z w/ y=-zw, y

(2)动量速度关系

p=mv (2)

式中 , m为单位面积的质量。

相应的动能密度和余动能密度分别为 K(v)=

mv
2
/2, K

＊
(p)=p

2
/2m。

(3)几何方程

κx =-w, xx (3)

κy =-w, yy (4)

κxy =-w, xy (5)

(3)本构关系
[ 6]

M =Cκ-e
T
E (6)

或 　κ=SM-D
T
D (7)

D=e
＊
31(κx+κy)+g33E (8)

或 　E=d
＊
31(Mx+My)+β33D (9)

上式 中 , E = ∫
h/2

-h/2
zEzdz, D = ∫

h/2

-h/2
zDzdz, M =

[ Mx　My　Mxy]
T
, κ=[ κx　κy　κxy]

T
分别表示内
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力矩和挠曲面的曲率矢量;C, e, g33 , S, d, β33

分别表示横观各向同性压电弹性薄板的弯曲刚度矩

阵 、压电应力矩阵 、 压电介电常数 、 弯曲柔度矩

阵 、压电电压矩阵和介电隔离常数。 C, e中非零

分量以及 g33与三维横观各向同性压电弹性体对应

分量的关系为 (上标 t代表横观各向同性三维压电

弹性体):

c11 =c12 =J1c
t
11 , c12 =c21 =J1c

t
12 ,

c33 =2J1c
t
66 , e

＊
31 =J2e

t
31 , g33 =g

t
33

式中 , J1 =h
3
/12, J2 =h

2
/4。

压电弹性薄板的电焓 U(κx, κy, κxy, E)和

U
＊
(Mx, My, Mxy, D)余电焓分别表示为

U(κx, κy, κxy, E)=[ c11(κ
2
x+κ

2
y)+2c12κxκy+

c33κ
2

xy] /2 -e
＊
31E(κx+κy)-g33E

2
/2 (10)

U
＊
(Mx, My, Mxy, D)=[ s11(M

2
x+M

2
y)+

2s12MxMy+s33M
2
xy] /2 -d

＊
31D(Mx+My)-β33D

2
/2

(11)

(5)Maxwell方程

对于拟静电场有

D/h=q (12)

E=-φ/h (13)

式中 q和 φ分别为单位面积的电荷密度和电势 。

(6)运动方程

Mx, xx+2Mxy, xy+My, yy+f=p﹒ (14)

或 　Mx, xx+2Mxy, xy+My, yy+f=mẅ (15)

(7)边界条件

w=w,在  Ψw上 (16)

θn =
 w
 n
=θn,在  Ψθ上 (17)

Mn =Mn,在  ΨM上 (18)

 Mns
 s
+Qn =q,在  Ψq上 (19)

φ=φ,在  Ψφ上 (20)

D=D,在  ΨD上 (21)

式中 , w, θn, Mn, q, φ, D为已知边界值 。

(8)初始条件

w(x, y, 0)= w0(x, y) (22)

p(x, y, 0)= p0(x, y) (23)

式中 ,  w0(x, y),  p0(x, y)为已知初始值。

2　广义虚功原理与虚功原理

可以证明 , 对任意独立函数 p, Mx, My, Mxy,

w, D, φ, 下列积分关系式恒成立:

∫
t1

0 ∫∫Ψ(pw﹒ +Mxw, xx+Myw, yy+2Mxyw, xy-Dφ/h)dxdydt+

∫
t1

0 ∫∫Ψ[ w(p﹒ -Mx, xx-2Mxy, xy-My, yy)+φD/h] dxdydt+

∫
t1

0 ∫∫ Ψ[
 Mns

 s
+Qn)w-Mnθn] dSdt-

∫∫Ψ[ w(x, y, t1)p(x, y, t1)-
w(x, y, 0)p(x, y, 0)] dxdy=

Π1 +Π2 +Π3 -Π4 =0 (24)

式中 Π1 , Π2 , Π3 , Π4分别表示第 1、 2、 3、 4项

积分 。

(24)式是本文给出的一个关键表达式 , 它可

以看成是压电弹性薄板动力学的广义虚功原理的表

式。从该式出发 , 可以系统地推导出虚功原理和各

类非传统 Hamilton型变分原理。

当 p, Mx, My, Mxy满足方程 (14)及条件

(18)、(19)和(23);D满足方程(12)及条件(23);

w满足方程 (1)和(3)-(5)及条件 (16)、(17)、

(22);φ满足方程(13)及条件(20)时 , 则由(24)

式可得

∫
t
1

0 ∫∫Ψ(fw+qφ)dxdydt+∫
t
1

0 ∫∫Ψ[ (
 Mns
 s
+Qn)w-

Mnθn] dSdt-∫∫Ψ[ w(x, y, t1)p(x, y, t1)-
 w0(x, y) p0(x, y)] dxdy=∫

t1

0 ∫∫Ψ(Mxκx+Myκy+
2Mxyκxy-pv-DE)dxdydt (25)

(25)式可以看成是压电弹性薄板动力学的虚

功原理的表式 , 它反映了广义动力可能状态与广义

运动可能状态之间最一般的关系 , 或者说 , 它反映

了 f, q, p, M, D与 w, φ, v, κ, E这两组对偶

变量之间的最一般关系 。

3　各类非传统 Hamilton型变分原理

3.1　8类变量广义变分原理

当 M和 κ、 D和 E是独立的任意函数时 , 可

以建立下列关系式

Mxκx+Myκy+2Mxyκxy-DE=

U(κx, κy, κxy, E)+U
＊
(Mx, My, Mxy, D)+

A(Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, D, E) (26)

式中

A(Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, D, E)=

[ Mx-(c11κx+c12κy-e31E)] ·

[ κx-(s11Mx+s12My-d31D)] /2 +

[ My-(c12κx+c22κy-e31E)] ·

[ κy-(s21Mx+s22My-d31D)] /2 +

(Mxy-2c33κxy)(2κxy-s33Mxy)/2 +

[ D-e
＊
31(κx+κy)-g33E] ·

17
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[ E-d
＊
31(Mx+My)-β33D] /2

只有当 M和 κ、 D和 E满足式(6)-(9)式时 ,

才有

Mxκx+Myκy+2Mxyκxy-DE=

U(κx, κy, κxy, E)+U
＊
(Mx, My, Mxy, D)(27)

于是 , (24)式第 1项积分 Π1中的被积函数 Mxw, xx

+Myw, yy+2Mxyw, xy-Dφ/h可变换为

Mxw, xx+Myw, yy+2Mxyw, xy-Dφ/h=

-U(κx, κy, κxy, E)+Mx(κx+w, xx)+My(κy+w, yy)+

2Mxy(κxy+w, xy)-D(E-φ/h)-

U
＊
(Mx, My, Mxy, D)-

A(Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, D, E) (28)

当 p和 v是独立的任意函数时 , 可以得到下列关

系式

pv=K(v)+K
＊
(p)-B(p, v) (29)

式中 , B(p, v)=(mv-p)(mv-p)/(2m)

只有当 p和 v满足 (2)式时 , 才有

pv=K(v)+K
＊
(p) (30)

因此 , (24)式第 1项积分 Π1中的被积函数 pw﹒可

变换为

pw﹒ =K(v)-p(v-w﹒)+K
＊
(p)-B(p, v)

(31)

上述(26)和(29)式是本文给出的广义 Legendre变

换式。

而(24)式中 Π2 +Π3 -Π4可变换为

Π2 +Π3 -Π4 =∫
t1

0 ∫∫Ψ(p﹒ -Mx, xx-2Mxy, xy-
My, yy-f)w+(D/h-q)φ] dxdydt+

Γ1B +Γ
°

+∫
t1

0 ∫∫Ψ(fw+qφ)dxdydt+Π1B +Π
°

(32)

其中

Π1B =∫
t
1

0
{-∫ Ψ

M
MnθndS+∫ Ψ

q
qwdS-

∫ Ψθ(θn-θn)MndS+∫ Ψw(w-w)·
(
 Mns
 s
+Qn)dS+∫ ΨD(D-D)φdS+

∫ Ψφ(φ-φ)DdS}dt+∫∫Ψ{ p0(x, y)w(x, y, t1)-
[  w0(x, y)-w(x, y, 0)] p(x, y, 0)}dxdy(33)

Γ1B =∫
t1

0
{∫ ΨθθnMndS+∫ Ψw(

 Mns
 s
+Qn)wdS-

∫ ΨT(Mn-Mn)θndS+∫ Ψq[ (
 Mns
 s
+Qn-q)w] dS-

∫ Ψ
φ
(φ-φ)DdS+∫∫ Ψ

D
φ(D-D)φdS}dt+

∫∫Ψ[ p(x, y, 0) w0(x, y)-
 p0(x, y)w(x, y, t1)] dxdy (34)

Π
°
=-∫∫Ψ[ p

°
(x, y, t1)+p

°
(x, y, 0)] ·

w(x, y, t1)dxdy (35)

Γ
°
=-∫∫Ψ[ w

°
(x, y, t1)p(x, y, t1)-

p
°
(x, y, 0)w(x, y, t1)] dxdy (36)

式中带顶标°的量为限制变分量
[ 7]
。

将式(28), (31)和(32)代入(24)式 , 经整理

后可得

Π8(p, v, w, Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, φ, D, E)+

Γ8(p, v, w, Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, φ, D, E)=0

(37)

而泛函 Π8和 Γ8分别为

Π8 =∫
t
1

0 ∫∫Ψ[ K(v)-p(v-w﹒)-
U(κx, κy, κxy, E)+Mx(κx+w, xx)+

My(κy+w, yy)+2Mxy(κxy+w, xy)-D(E-φ/h)+

fw+qφ] dxdydt+Π1B+Π
°

(38)

Γ8 =∫
t1

0 ∫∫Ψ{K
＊
(p)-B(p, v)-

U
＊
(Mx, My, Mxy, D)-

A(Mx, My, Mxy, κx, κy, κxy, D, E)-

(Mx, xx+2Mxy, xy+My, yy+f-p﹒)w+

(D/h-q)φ] dxdydt+Γ1B +Γ
°

(39)

定理 1　当且仅当 p, v, w, Mx, My, Mxy,

κx, κy, κxy, φ, D, E是混合问题 (1) -(6)、

(8)、(12)-(14)、(16)-(23)式的解 , 则必定满

足下列变分式 δΠ8 =0或 δΓ8 =0。

Π8和 Γ8分别是压电弹性薄板 8类变量非传统

Hamilton型变分原理的势能形式和余能形式的泛

函 , 对任意无关的 p, v, w, κx, κy, κxy, Mx,

My, Mxy, φ, E, D, 它们之间存在互补关系式

(37)。

因篇幅所限 , 略去定理的证明。

当 p, v, w满足(1)和(2)式时 , 由 8类变量

变分原理的泛函式可导出 6类变量变分原理的泛函

式;当 M和 κ、 D和 E满足式(6)-(9)式时 , 可

由 6类变量变分原理的泛函式导出 4类变量变分原

理的泛函式。因篇幅所限 , 略去具体推导过程。

3.2　2类变量广义变分原理

当 p, v, w满足(1)和(2)式 , M和 κ、 D和

E满足(6)和(8)式 , κx, κy, κxy和 w、 E和 φ分别

满足(4)-(6)和(13)式时 , 由 Π8可导出

18
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Π2(w, φ)=∫
t1

0 ∫∫Ψ(mw﹒w﹒ /2 -
U(-w, xx, -w, yy, -w, xy, -φ/h)+fw+qφ)dxdydt+

Π1B -∫∫Ψm[ w﹒
°
(x, y, t1)+w﹒

°
(x, y, 0)] ·

w(x, y, t1)dxdy (40)

定理 2　当且仅当 w, φ是混合问题(16)-

(23)及下式

(-c11w, xx-c12w, yy+e31φ/h), xx-2c33wxy, xy+

(-c12w, xx-c22w, yy+e31φ/h), yy+f=mẅ　(41)

[ e
＊
31(-w, xx-w, yy)+g33φ/h] /h=q (42)

的解 , 则必定满足变分式 δΠ2 =0。

Π2是 2类变量非传统 Hamilton型变分原理的

势能形式的泛函 。

4　结　论

本文所建立的虚功原理和各类非传统 Hamilton

型变分原理是压电弹性薄板动力学一般理论中最核

心的部分 。这些非传统 Hamilton型变分原理都是

限制变分原理。它们能反映这种动力学初值 -边值

问题的全部特征 , 克服了传统 Hamilton型变分原

理的固有缺陷。因此 , 本文所建立的这些新的变分

原理 , 无论在有关压电弹性薄板的理论研究方面 ,

还是在建立其动力分析的各种近似解法和工程实用

理论方面都有重要作用。
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