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一种新的证券组合风险度量方法
*

梁四安 , 蒋春福 , 戴永隆
(中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:在尾部条件期望 (TCE) 基础上 , 考虑投资者的真实风险感受 , 研究了一种新的风险度量方法———

Sho rtfa ll风险度量 , 并在一致性公理下研究了它的一些统计性质 , 最后在多元椭球分布下得到了证券组合的

Sho rtfa ll风险 , 还在多元 t分布下得到了证券组合的 Sho rtfa ll风险的数值结果。
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1　金融资产风险度量方法研究进展

在进行证券组合投资分析时 , 风险度量方法的

选择会直接影响到投资决策 , 自从 Markow itz
[ 1]
在

他的 M -V模型中最早提出用方差来度量风险开

始 , 国内外很多学者研究了各种不同的风险度量方

法 , 先后出现了下端部分矩
[ 2]
、 绝对离差

[ 3]
、 在

险价值 、条件在险价值
[ 4]
等风险度量方法 。

下端部分矩 (Low er Partia l M oments, LPM )

认为只有收益低于目标值 τ时才发生风险 , 因此将

低于 τ的收益按概率平均才是风险值 , 其数学表达

式为:LPMa(r, τ) =∫
τ

-∞
(τ- x)

a
dF(x)。其中 a≥ 0

是 LPM的阶数 。当 τ=E(r) , a=2时 , 它就是半

方差;当 a =1, 它就是单边偏离 τ的均值。 LPM

综合考虑了投资者对风险的厌恶程度和期望目标的

高低 , 是方差和半方差的自然推广 , 不过它也有 2

个缺点:①它是所有可能损失的期望值 , 所以只反

映了概率比较大的部分的损失值;②它不能反映这

个平均损失发生的概率。绝对离差 (Abso lu te Devi-

ation)从理论上要优于方差度量 , 但由于绝对离

差是不光滑的 , 解的性质不便于讨论 , 所以这种方

法不很受人关注。在险价值 (V aR)技术是 1994

年 Morgan投资银行在其开发的一个名为 “Risk-

me trics” 的系统中最早提出来的。目前该方法已经

得到了国际金融界的广泛重视和应用 , 但当证券收

益的分布为非椭球分布时 , V aR也存在一些问题 ,

主要体现在:①VaR不具有次可加性是其最致命

的缺陷 , 因为破坏了风险分散化原理;②M-V aR

投资组合模型存在多个局部最优解 , 因此证券组合

的有效边界不唯一 。

为了克服这些缺点 , A rtzner等
[ 4]
在离散概率

空间提出风险度量方法的一致性的概念 , 并提出用

期望损失 (Expec ted Sho rtfa ll)来度量风险。 Del-

baen
[ 5]
将他们的结论推广到连续概率空间 L

∞
(Ψ)

上 , 提出了满足一致性公理的 CV aR (Conditiona l

Va lue a t Risk)风险度量 , 并得到了相应的表示

定理 。

2　证券组合 Shortfa ll风险度量

风险在很大程度上与投资者的个体心理感受有

关 , 一般认为只有投资发生损失时才存在风险 , 所

以有必要考虑投资者对风险基准理解上的不同 ,

Mazzolen i
[ 6]
也建议考虑投资者的风险基准 , 这样更

符合投资者心理 , 吴世农等
[ 7]
重点阐述了投资者

的真实风险感受的重要性。事实上 , LPM 、 半方差

和绝对离差等都考虑了投资者心理感受 , 只不过不

同的度量方法对风险基准 (R isk Benchmark)或称参

照水平(Reference Leve l)的设定有些不同罢了。

考虑包含 n种资产的证券组合问题 , 收益率向

量用 r =(r1 , r2 , …, rn)′, 表示 , 其中 ri 表示第 i

种风险证券的收益率 , 期望收益为 u =E(r), 设投

资者在 n种证券的投资比例分别为 ω1 , ω2 , …,

ωn , 对于一个证券组合 ω=(ω1 , ω2 , …, ωn)′, rω =

r′ω为组合证券的收益率 。

约定 qα(X ) 表示随机变量 X 的 α-分位

数 , 即

qa(X) = in f{x P(X ≤ x)≥α}, α∈ (0, 1)

(1)
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因此 , 当给定一置信水平 α∈ (0, 1)时 , 组合头寸

rω的 VaR值为:

VaRα(rω) =μω - qα(rω) (2)

1999年 A rtzner
[ 4]
提出用尾部条件期望 (TailC ondi-

tiona lExpecta tion)来度量风险 , 即

TCEα(rω) =- E[ rω|rω≤ qα(rω)] (3)

显然 , TCE( )为一致风险度量 , 但没有考虑证券

的期望收益 , Be rtsimas
[ 8]
对 TCE( )风险度量作了

修正 , 给出一种新的风险度量:

sα(rω) =μω - E[ rω|rω≤ qα(rω)] =

μω -
1

α
E[ rω1{r

ω
≤q
α
(r
ω
)}] (4)

称之为证券组合的 Sho rtfa ll风险度量 。

由文献 [ 9]易得

sα(rω) =
1

α∫
α

0
VaR t(rω)dt (5)

又因为 VaRα(rω)关于 α递减 , 所以由 (5)式知

sα(rω)≥VaRα(rω)。

特别地 , rω ～ N(μω, σ
2
ω),其中 σω =(w′Vw)

1 /2

VaRα(ω) =zaσω, sa(w) =a
-1
 (za)σω,

TCEa(w) =sa(w) - μw (6)

其中 ,  (z)为标准正态分布的密度函数 , zα为其

上 α分位数 , 即 P{Z >zα} =α。

VaRα(rω)和 sα(w)的关系也可以用如下图形

表示 (图 1)。

图 1　TCE、 VaR和 Shortfall风险度量对比

Fig.1　A comparison of TCE, VaR and Shortfa ll risk m easure

图中 f(x)为证券组合收益 rw的分布密度函数 。文

献 [ 7]曾指出对风险大小进行数值比较并没有什么

意义 , 因为它们是从不同角度来度量风险的 , 所以

大小肯定会不同 , 重要的是看它们是从什么角度来

度量风险 , 它们又真正能度量哪些风险。 VaRα(ω)

仅能说明证券组合的损失超过 VaRα(ω)的概率为

α, 但不能确定损失的大小 , 而 sα(w)反映的是证

券组合的损失超过 VaRα(ω) 的平均损失大小 。

sα(w)和 TCEα(w)能度量最坏情况下的潜在损失 ,

这正是 VaRα(ω)不能度量出来的 。从这个角度来

理解 , sα(w)和 TCEα(w)的确是比 VaRα(ω)更

合理的度量。而且 , sα(w)对于椭球对称分布和

非椭球对称分布 , 都具有次可加性和正齐次性 ,

TCEα(w)为一致性风险度量 , 而 VaRα(ω)仅对

椭球对称分布具有次可加性 , 这正是 VaRα(ω)致

命的缺陷 。认为 rw低于 μw就存在风险 , 这更符合

投资者的真实风险感受 , 因此 , 从这个角度出发 ,

用 sα(w)和 TCEα(w)来度量风险更合理 。

定理 1　设 n种证券的收益率向量 R 满足

E(R)<∞, 则对于置信水平 α∈ (0, 1), shortfall

风险具有

(1)单调性:任给 ε>0且 α+ε∈ (0, 1),有

sα+ε(w)≤ sα(w)。

(2)次可加性:任给 w 1 ,w 2 ∈ R
n
有 sα(w 1 +

w 2)≤ sα(w 1) +sα(w 2)。

(3)正齐次性:任给 λ> 0, 有 sα(λw) =

λsα(w)。

证明　(1):由(4)式知

sα(w) =μw - α
-1
E[ rw 1{rω≤qα(rω)}] (7)

所以

sα+ε(w) - sα(w) =

1
α
E[ rw{1{rw≤qα(rw)} - 1{rw≤qα+ε(rw)}}]

显然 1{rw≤qα(rw)} - 1{rw≤qα+ε(rw)}≤ 0,所以 sα+ε(w)≤

sα(w)。

(2)令 w =w 1 +w 2 , 则由 (7)式知

sα(w 1) +sα(w2) - sα(w) =

1

α
E[ rw 1{rω≤qα(rω)}- rw1 1{rw1≤qα(rw1)}- rw2 1{rw2≤qα(rw2)}] =

1

α
E[ rw1(1{rω≤qα(rω)} - 1{rw1≤qα(rw1)})] +

1

α
E[ rw 2(1{rω≤qα(rω)} - 1{rw2≤qα(rw2)})] ≥

qα(rw 1)
α

E[ (1{rw≤qα(rw)}- 1{rw≤qα(rw1)})] +

qα(rw 2)
α

E[ (1{rw≤qα(rw)} - 1{rw≤qα(rw2)})] =0

(3)显然 qα(λrw) =λqα(rw)对所有 λ>0成立 ,

从而正齐次性满足 , 定理证毕。

3　椭球分布下证券组合的 Shortfa ll

风险

在投资实践中 , 人们发现证券收益的经验分布

往往偏离正态分布 , 而呈现出高峰厚尾的特征 , 为

此人们提出了具有高峰厚尾特征的分布 , 如双曲分

布 、 拉普拉斯分布 、 t -分布 、极值分布等 , 其中 t

13
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-分布是一种特殊的椭球分布 , 为此我们先研究椭

球分布下证券组合的 Sho rtfall风险 , 然后研究证券

收益服从 t -分布时的情形。

设 X为 n维随机向量 , V为 X 的协方差矩阵 ,

μ为 X的期望值向量 , 则 X服从多元椭球分布 , 是

指 X有密度函数

f(x) =|V|
-1 /2

g((x - μ)′V
-1
(x - μ) (8)

其中 , g( )为一非负实函数 , 记为 X ～ En(μ,

V, g)。特别地 , 多元 t分布的密度函数为

fX (x) =
Γ(

V +n
2
)

Γ(v /2) |V|(vπ)
n
 

(1 +
(x - μ)′V(x - μ)

v
)
-(v+n) /2

(9)

其中 , x∈ R
n
, v≥2, 记为 X ～ tn (μ, V, v)。此

时 , 函数 g( )定义为

g(μ) =C(v, n)(1 +μ/v)
-(n+v) /2

,

C(v, n) =
Γ(

v +n
2
)

Γ(v /2) (vπ)
n

(10)

定理 2　设 n种证券的收益率 R ～En (μ, V ,

g), 则有 sα(w)=K
g

α(w′Vw)
1 /2
, 其中

K
g

α =
π
(n -1) /2

2αΓ((n +1) /2)∫
+∞

p2α
(μ- p

2
α)
(n -1) /2

g(μ)dμ,

pα =
- μ′w +qα(rw )

(w′Vw)
1 /2

证明　设 R服从多元椭球分布R ～ En(μ, V , g),

从而

sα(w ) =μw - E[ rw |rw ≤ qα(rw )] =

μw -
|V |

-1 /2

α ∫x′w≤qα(rw)x′wg((x - μ)′V
-1
(x - μ)′)dx =

-
|V |

-1 /2

α ∫x′w≤qα(rw)(x - μ)′wg((x - μ)′V
-1
(x - μ)′)dx=

-
|V |

-1 /2

α ∫(x-μ)′w≤-μ′w+qα(rw)
(x - μ)′wg((x - μ)′V

-1
(x - μ)′)dx

类似文 [ 10]的证明 , 不难得到

sα(w) =|w′α|
|Sn -2 |
2α ∫

+∞

p 2α

1

n - 1
(u - p

2
α)
(n-1) /2

 

g(u)du =K
g

α(w′Vw)
1 /2

其中 , K
g

α为仅与 α和函数 g有关的常数 , 定理

证毕。

定理 3　设证券收益向量 R ～ tn(μ, V, v) , 则

证券组合 R′w的损失风险为

Sα(w) =K
t

α, v (w′Vw)
1 /2

(11)

其中 , K
t

α, v为仅与 α和 v相关的常数 ,

　K
t

α, v =
Γ((v - 1) /2)

2α πΓ(v /2)
V
V /2
(p

2
α, v +v)

-(v+1) /2
　(12)

证明　当证券收益率服从 t -分布 , g(u) =

C(v, n)(1 +u /v)
-(n+v) /2

, 由文献 [ 11] ,

∫
+∞

w
(x - w)

u- 1
(β +x)

-v

dx =

(w +β)
u -v
B(v - u , u)

其中 , B (α, β) 为 Eule r函数 , 即 B(α, β) =

Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

, 所以利用定理 2不难得到

sα(w) =(w′Vw)
1 /2 π

(n -1) /2
C(v, n)

2αΓ((n +1) /2)
v
(n+v) /2

 

(p
2
α, v +v)

-(n+v) /2
B(

v - 1

2
,
n +1
2
) =K

t

α, v(w′Vw)
1 /2

定理证毕 。

4　Sho rtfall风险的计算方法及厚尾

分布的数值结果

记 Sn - 2为 R
n - 2
空间上的单位球表面 , 其面积

为 |Sn -2 |=
2π
(n -1) /2

Γ((n - 2) /2)
, 引入函数

G(s) =∫
+∞

s
K(s, u)g(u)du (13)

其中

K(s, u) =
1

2
|Sn -2 |∫

u

s
(u - z)

(n -3) /2
dz =

1

4
|Sn -2 |∫

u- s

0
x
(n-3) /2

(u - x)
-1 /2

dx

由文献 [ 11]可知

K(s, u) =
π
(n -1) /2

Γ((n - 2) /2)
(u - s)

(n- 1) /2
 

2F1(
1

2
;
n - 1

2
;
n +1
2
;u(u - s)) (14)

其中 , 2F 1为超几何分布的分布函数。

注意到 pα是方程 G(s)=α的唯一解 , 且仅与

α和 g( )有关 , 特别地 , 作为一个例子 , 研究多

元 t -分布下证券组合 shortfall风险的计算 , 将(9)

式和 (14)式代入 (13)式 可以得到 G(s) =

1

v π
(
v

s
2 )

v /2 Γ((v +1) /2))
v /2

2F1(
1 +v
2
;
v

2
;1 +

v

2
;

-
v

s
2 )。

用 M atlab软件 , 对于给定置信水平 α和 v的

值 , 可以得到 pα, v和 K
t

α, v的一些数值结果 。

14
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表 1　一些 pα, v的值

Tab. 1　Som e va lues o f pα, v

v 2 3 4 5 6 7 8 9

α=0. 01

α=0. 025

α=0. 05

6. 9646

4. 3026

2. 9200

4. 5406

3. 1824

2. 3534

3. 7470

2. 7764

2. 1319

3. 3650

2. 5706

2. 0151

3. 1427

2. 4470

1. 9432

2. 9980

2. 3646

1. 8946

2. 8965

2. 3060

1. 8596

2. 8214

2. 2622

1. 8125

表 2　一些 K
t

α, v的值

Tab.2　Som e values ofK t
α, v

v 2 3 4 5 6 7 8 9

α=0. 01

α=0. 025

α=0. 05

2. 7861

4. 3057

5. 8562

2. 9655

3. 8389

4. 5375

2. 8940

3. 4108

3. 7483

2. 7278

3. 0338

3. 1899

2. 5400

2. 7163

2. 7729

2. 3580

2. 4516

2. 4504

2. 1910

2. 2301

2. 1940

2. 0409

2. 0431

1. 9856
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LIANG S i-an , J IANG Chun-fu ,DAIYong-long

(Schoo l o fM athema tics and Compu tationa l Science, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:On the basis of ta il conditiona l expecta tion, a new riskmeasu re of portfo lio ca lled sho rtfa ll is discussed.

Some statistica l prope rties are de rived unde r the framew ork o f coherent riskmeasure. Sho rtfa ll risk o f portfo lio w ith

multivaria te elliptic distribu tions asset returns and some numerica l resu lt formu ltivaria te t distribution are obta ined.
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