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摘　要:应用动态松弛法对索膜结构进行初始形态分析和静荷载分析。引入刚度调整系数并提出新的参数取值
方法。该刚度调整系数能灵活地保证各种不同刚度结构计算的稳定性。在找形分析中引入测地线单元 , 加速了

找形收敛速度。典型算例说明动态松弛法是索膜结构静力分析的有效方法。
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　　随着城市建设的日益发展 , 张拉膜结构作为一

种新的建筑结构形式受到越来越多的关注与应用 。

膜结构的特点在于材料主要承受拉力 , 可以充分利

用材料的强度 , 通过对材料的张拉能够实现曲线复

杂多变的建筑造型 , 自由地满足各种建筑功能和表

达形式的要求 , 塑造优美的空间形象 , 特别适用于

大跨度空间结构 。在力学分析方面 , 索膜结构属于

典型的几何非线性结构 , 它没有抗弯刚度和抗压刚

度 , 即使承受较小的荷载也将产生较大的变形 。

索膜结构的设计分为找形分析 、 荷载分析与裁

剪分析 3个阶段 。在找形分析 、 荷载分析中 , 目

前 , 国内外学者大多采用动态松弛法
[ 1 -2]

(Dy-

nam ic Relaxa tion M ethod, 简称 DR方法 , 也称动力

松弛法 ), 非线性有限元法
[ 3]
, 力密度法

[ 4]
和能量

法
[ 5]
。相对于有限元法 , 动态松弛法运算简单 、

节省内存 , 因为在每次迭代求解时不需要形成结构

整体刚度矩阵 , 但该法应用成功与否依赖于时间增

量 、阻尼系数 、 节点虚拟质量等参数的选择。

本文应用动态松弛法对索膜结构进行初始形态

分析和静荷载分析 , 引入节点刚度调整系数并提出

刚度调整系数的经验取值 , 更方便灵活地控制计算

的收敛 , 并尝试采用不考虑时间增量和阻尼系数 、

计算过程仅由结构刚度控制的 “直接刚度方法 ”

对结构进行计算 。典型算例说明 , 引入刚度调整系

数 , 使计算易于调控 , 更易稳定 , 相对固定参数更

能适应多种类型结构的计算稳定 , 发挥动态松弛法

分析索膜等强非线性结构的优点。在找形分析中引

入测地线单元 , 加速了找形收敛速度 。

1　动态松弛法的基本原理和参数选取

1.1　基本原理

动态松弛法最早见于 Day
[ 6]
的论文 , 他成功运

用这个方法求解平面刚架和平板结构 , 并把它应用

于索网结构
[ 7]
。动态松弛法的基本思想可以简要

叙述如下:假设结构各单元的质量集中在各索膜的

交叉节点上。记结构第 i节点在 x方向的合力为

R xi , 若 Rxi =0, 则节点 i处于静止平衡状态 , 若

R xi≠0 , 则不平衡 , 此时 , R xi称为不平衡力或剩余

力。于是节点 i在不平衡力 R xi作用下将要沿 x方向

运动 。设节点 i在 x方向的惯性力为M i ·Vxi , 阻尼力

为 CiVxi , 于是节点 i在时刻 t沿 x方向的运动方

程为

R
t

xi =M xi ·V
t

xi +C iV
t

xi (1)

其中 , V
t

xi、 ·V
t

xi分别表示节点 i在时刻 t沿 x方向的

速度和加速度 , M xi为第 i节点沿 x方向的质量 , Ci

是阻尼系数。节点 i在时刻 t沿 y、 z方向的运动方

程类似于方程 (1), 只要将下标符号换为 y或 z便

可得到。由方程(1)的差分方程求得

V
t+△t /2
x i =V

t-△ t /2
xi  

2M xi - C i△t

2M xi +C i△t
+

R
t

xi 
2△t

2M xi +Ci△t
(2)

节点 i在 t+△t时刻新的 x坐标为

x
t+△t

i =x
t

i +V
t+△ t /2
xi  △t (3)

新的 y、 z坐标可以类似地得到 , 只要将上式中的 x

换为 y、 z就可以。求得节点 i在 x、 y、 z三个方向
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平衡后 , 可放松下一节点 , 按上述步骤求其平衡 。

当其它节点在新的位置达到平衡后 , 可能会影响到

原先达到平衡的节点 i的平衡。于是 , 必须重新放

松节点 , 求其新的平衡位置。这样周而复始 , 逐个

节点放松 , 逐个节点平衡 , 直到最后整个索膜结构

所有的节点在 x、 y、 z方向都达到平衡为止。

1.2　粘性阻尼系数

动态松弛法的全过程 , 在于从结构承受荷载开

始 , 以一小时间增量追踪节点的运动 , 直到结构由

于粘性阻尼与结构刚度的共同作用下达到平衡状

态 。对参数的选取分为两类 , 令阻尼系数为零时称

动态阻尼方法 (kine tic dam ping), 阻尼系数不为零

时称粘性阻尼 (viscous dam p ing)。对于粘性阻尼 ,

很多学者根据计算结构和自己的计算经验提出了许

多不同的取值方法 , 陈树辉
[ 8]
建议阻尼系数按下

式选取 ,

C i =2M i /△t (4)

由量纲分析 , 取

△t = BM i K/ i (5)

其中 , K i是与节点相连接的所有各绳索的最大刚

度 。B为待定常数 。考虑到要使节点 i的残余力为

零 , 推得 B =2。

1.3　刚度调整系数

在动态阻尼情况下 , Ci =0, 由 (2)、(3)二式

得到

V
t+△t /2
xi =V

t-△ t /2
xi +

R
t

xi

M xi

△t (6)

x
t+△ t

i =x
t

i +V
t+△t /2
xi  △t (7)

动态松弛法运算收敛与否也与节点刚度密切相

关 。若节点刚度或阻尼极小 , 在节点剩余力的作用

下 , 运动的步长很大 , 则节点不是一步一步地接近

平衡位置 , 而是在平衡位置的两侧大幅度摆动 , 距

离平衡位置越远时 , 由于节点刚度的约束作用 , 节

点剩余力也越大 , 以致下一步的运动步长更大 , 则

节点运动距离平衡位置越来越远 , 计算不收敛 。为

保证计算稳定 , 本文引入刚度调整系数 B来调节

虚拟质量与节点刚度的关系 , 取

M xi =BK xi (8)

K xi表示节点 i沿 x方向可能的最大刚度 。计算实践

表明 , 当取结构的实际刚度计算节点刚度时 , B =

2 ～ 5通常可得到稳定的计算结果。但在找形分析

阶段 , 结构的刚度尚未确定 , 假定索或膜的刚度接

近零 , 使索膜结构应力符合施加的预应力状态 , 则

B相应取较大数值 。B的经验值选取为使运动步长

为 10
-7

m为宜。例如在索网结构的找形分析中 ,

假定索的预张力为 N , 刚度 K xi≈0, 则由运动步长

△x =N /BK xi (9)

推得

B =10
7
N K/ xi (10)

刚度调整系数可同样应用于文 [ 8]的参数取值公

式中 。

1.4　 “直接刚度方法”

鉴于节点刚度在动态松弛法中的重要作用 , 本

文尝试不考虑时间增量与虚拟质量的 “直接刚度

方法 ”, 直接在每一步运动中以节点刚度 、 节点剩

余力计算运动步长 。设第 n次迭代时节点沿 x方向

的刚度为 K
n

xi , 剩余力为 R
n

xi (≠0), 节点在剩余力

的作用下运动 , 假定运动过程中节点刚度不变 , 位

移为

△x
n
=R

n

xi K/
n

xi (11)

新的位置

x
n+1
=x

n
+△x

n
(12)

在新位置上重新计算节点刚度与剩余力 , 进行下一

步的迭代 , 直至 R xi =0。

这种算法不收敛的情况发生在节点的刚度极

小 , 令运动步长过大。碰到这种情况时 , 同样引入

刚度调整系数 B , 此时(11)式成为

△x
n
=R

n

xi /(BK
n

xi),B ≥ 1 (13)

计算实践表明 , 这也是一种有效的动态松弛应用方

法。实际计算取 B =2 ～ 4。

2　索膜结构分析单元

索膜结构的计算单元包括索元和膜元 , 其支撑

构件可分为杆元和梁元 。

索元采用两节点直线单元 , 其节点力为

Tm =Tm0 +(EA)m (Lm - Lm0) /Lm (14)

式中 , Tm 0为索的初始预拉力 , E 、 A分别为索的弹

性模量与截面面积 。在找形分析过程中 , 当 Tm <0

时 , 令 Tm =0 。

膜单元采用平面三角形膜单元 , 如图 1所示。

主惯性坐标系轴 x′、 y′对应索膜结构的经向 、 纬

向。令单元局部坐标系与单元的主惯性坐标系一

致 , 单元的节点及三条边均按逆时针方向编号。单

元三条虚拟边索的张力记为

图 1　平面三角形膜单元

F ig. 1　P lane triangu la rmemb rane e lem en t
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T =[ T1 T2 T3 ]
T

(15)

三条边的伸长列阵记为

δ=[ δ1 δ2 δ3 ]
T

(16)

单位厚度的膜平面应力

σ =[ σ1 σ2 σ3 ]
T

(17)

单元虚拟边索的张力与单元三条边伸长量的关系为

T =K eδ (18)

边索张力与膜平面应力关系为

T =AG
T
σ (19)

式中 , K e为局部坐标下的单元刚度矩阵 , A为单

元面积 , G为单元几何变换矩阵 , 仅与单元的几何

位置有关。K e和 G的表达式可参见文 [ 9] 。

杆单元为二节点单元 , 其节点力同样取公式

(14), 但是杆单元能够承受压力 。

梁单元采用空间梁元 。梁元杆端有六个自由

度 , 杆端力由单元刚度矩阵计算 , 梁单元的刚度矩

阵可参见文 [ 10] 。

3　索膜结构的找形分析

众所周知 , 张拉结构在在没有施加预应力之前

没有刚度 , 其形状是不确定的 。所以 , 索膜结构设

计的第一步骤是索膜结构的找形分析 ( fo rm find-

ing)。采用动态松弛法进行形态分析时 , 为使索或

膜的预张力满足预定值 , 对第 m 个索元而言 , 预

拉力为 Tm0 , 膜单元预应力为 σ0。即满足

T =AG
T
σ0 (20)

在膜的找形分析中 , 对于任意的复杂的膜结

构 , 为了加快收敛的速度 , 也为了方便以后的剪裁

分析 , 一般需要加入虚拟的测地线加以控制。测地

线沿着裁缝线 , 紧贴在膜上 , 其法线方向上的力满

足平衡方程 , 即法线方向上的合力为零 , 所以节点

没有法线方向上的松弛。同时 , 测地线两端的力也

不传给边界上的节点 , 以免影响边界的形状。其找

形过程可以归结如下:

在所有的单元类型中 , 先计算测地线上单元的

剩余力 Rg;计算节点的法向矢量 Vn , 节点法向矢

量取汇交于节点的各膜元的法向矢量的平均值;求

Rg在节点法矢 Vn的分量 Rn =V
T
nR g;从 Rg中消除

法向分量 , 即 R g←Rg -RnVn;将 Rg 和其它类型

单元的剩余力叠加。

4　索膜结构的荷载分析

荷载分析包含的荷载类型有节点集中荷载 、静

荷载 、 均布压力荷载 、雪荷载和风荷载。

静荷载包括有材料的重量 , 如索材 、 膜材 、杆

件等的重量 。

均布压力 (吸力 )是指垂直作用于膜的表面

的单位面积的压力 , 例如充气膜结构的气压 。由于

单元几何位置与形状的变动 , 故在每一迭代过程中

都要重新计算单元当前的面积与法矢方向 , 由当前

的单元面积得出总压力 , 然后均分到三节点 , 再根

据力的方向投影到整体坐标 。

雪载是由膜单元的水平投影面积与设计提供的

单位水平投影面积的雪荷载 qs决定 。与均布压力

一样 , 雪载的作用也需要在每一迭代过程进行更

新。由当前膜单元的面积与法矢方向 , 求得膜元于

水平面上的投影面积 Ap , 则单元每个节点承受整

体 z方向的雪载为

Fz i =- qsAp /3 (21)

与其它类型的荷载相比 , 风荷载是作用最为复杂的

荷载 , 而且是膜结构的控制荷载 。

风载的作用受风向与作用表面的形状所影响。

一般的结构分析将风载作为静力荷载来考虑 。当前

中国尚没有膜结构风载体型系数的规范 。风载计算

采用文 [ 11] 提出的一个简化方法 , 该方法由用户

输入单位面积上作用的风压力 、风向与轴的夹角 ,

则从风载方向与各单元法向矢量的夹角的方向余弦

可求得垂直作用于各单元表面的风力 , 分配至各节

点 , 再投影到整体坐标方向 。故只要计算时定义风

作用的方向 , 取当地的基本风压值 , 则可方便地以

本方法计算。当然 , 这是一种简化的计算方法 , 对

大型 、重要的结构 , 仍需进行风洞试验确定风压力

系数 。

5　算例分析

图 2所示双曲抛物面的膜结构模型 4个角点固

定。膜的边界由四条边索加强 , 边索 EA =10 MN。

边索变形前的中点垂度为 0.707 m , 膜面预应力 σx

=σy =1.0 kN /m , 方向与材料的经 、 纬向一致。

材料的经向与整体坐标轴 y轴平行 。

(1) DR法找形分析

在平面上将膜面分为 12个条形 , 在每个条形

带划分三角形膜单元。总共 130个节点 , 144个单

元。每一分缝线上各点组成一最短程线单元 。最短

程线单元的张力系数 T /L =1.0。边索的刚度取实

际值 , 膜应力保持为初始应力状态 , 不考虑膜的自

重 , 计算精度 0.001KN。使用动态阻尼计算的参数

如下:阻尼系数 C i =0, 时间增量△t=1, 初速度

V
△t /2
=0, 刚度调整系数 B =10。找形分析结果见

图 3。采用 Pentium 4 CPU 3.0 GH z 504M B内存的

计算机 , 运算时间为 4分 53秒。

(2)承受自重的计算

6
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膜材自重 0.009 kN /m
2
, 初始预应力 σx =σy =

1.0 kN /m , 计算所得双曲抛物面承受自重与预应

力时的平衡状态如图 4(a)所示 , 膜中心点与两个

高点的高差为 1.258 m。计算精度 10
-4

kN。运算时

间 33秒 。

(3)承受雪载作用的计算

单位水平投影面积的雪载基本值取为 0.6 kN /

m
2
。膜材自重与初始预应力作为当然的荷载状态 ,

计算平衡状态见图 4(b), 膜中心点与两个高点的

高差为 1.4014 m , 即与仅承受自重比较 , 各节点

产生更大的竖向位移 。运算时间 2分 40秒 。

图 2　双曲抛物面平面单元及节点编号

F ig. 2　Hyperbo lica l parabolo id e lement idea liza tion and

node m ap

图 3　双曲抛物面找形分析形状

F ig.3　 The shape of hyperbo lical paraboloid by

fo rm-finding

(4)承受风载作用的计算

取单位面积的风压力为 1.0 kN /m
2
, 风来自左

端 , 作用方向平行于 x轴 , 得到图 4(c)的稳定状

态 。从前视图可见 , 各节点产生向右的位移 , 左半

部分面积增大 , 右半部分面积被压缩 , 图形呈不对

称 。运算时间 5分 1秒 。

引入刚度调整系数后 , 以第 1节所述的 3种不

同的 DR应用方法计算本例 , 都可以得到收敛的结

果 , 且效率相近 。动态阻尼方法 、粘性阻尼方法与

直接刚度方法的刚度调整系数分别取为 B =4.0,

1.5, 1.5。

6　结　论

本文成功地将动态松弛法应用于索膜结构的找

图 4　双曲抛物面承受自重 、 雪荷载与风载的状态

F ig. 4　The front view of hyperbo lical parabo loid under se lf

w eight loading, snow load ing and w ind load ing

形分析与荷载分析 , 编制了专用的找形和静力荷载

分析程序 ABCM。与其他方法相比 , 动态松弛法具

有方法简单 、 易于应用 、计算精度高 、 节省计算机

内存等优点。但是动态松弛法计算稳定性依赖于参

数选取 , 本文在既有文献的参数取值基础上引入刚

度调整系数并提出新的参数取值方法。该刚度调整

系数能灵活地保证各种不同刚度结构计算的稳定。

对于复杂结构 , 在找形分析中引入测地线单元 , 加

快了收敛速度 。典型算例说明动态松弛法是索膜结

构静力分析的有效方法 。
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Abstract:The dynam ic re laxation (DR)m e thod is app lied to the form-find ing and static loading ana lysis of cab le-

m em brane structures. An ad justable stiffness coefficient is introduced to ensure ca lculation stability. This stiffness

coefficient can be sim ply determ ined by seve ra l tests. In the analysis of Form-finding, the geodesic string is intro-

duced to acce le ra te the convergence o fDR m e thod. The typical examp le show s that the DR m e thod is an effective

m e thod for fo rm-finding and sta tic analysis of cable-m emb rane structures.

Key words:cab le-m em brane struc ture; fo rm-finding;sta tic analysis;dynam ic re laxation m ethod

(上接第 3页)

[ 9] 　 DOERK K , HAWKES T. F inite So lvable G roups[ M ] .

Ber lin-New Yo rk:W alter de G ruy te r, 1992.

[ 10] 　CHEN Zhongmu. Genera liza tion o f the Schur-Zassenhaus

Theorem [ J] . J M ath (PRC), 1998, 18(3):290

- 294.

[ 11] 　ROB INSON D J S. A course in the theory o f g roups[ M ] .

N ew York:Springe r-Ver lag, 1993.

[ 12] 　 LENNOX J C, STRONEHEW ER S E. Subno rm a l sub-

groups o f finite groups [ M ] . O x fo rd:C larendon

P ress, 1987.

[ 13] 　陈重穆.内外 ΢-群与极小非 ΢-群 [ M ] . 重庆:西南师

范大学出版社 , 1988.

[ 14] 　 DORNHOFF L. M-g roups and 2-g roups[ J] . M ath Z,

1967, 100(2):226 - 256.

Som e Suffic ient Conditions ofp-nilpotentGroups

WANG Li-fang ,WANG Yan-m ing

(Departm ent o fM athem a tics, Sun Yat-sen University, G uangzhou 510275, China)
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