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结构损伤识别中的模型缩聚问题
*

刘济科 , 杨秋伟 , 邹铁方
(中山大学应用力学与工程系 , 广东 广州 510275)

摘　要:将逐级近似模型缩聚法用于工程结构损伤识别问题中。以一个平面桁架结构为算例 , 比较了残余力向
量法在各级缩聚模型下的损伤识别结果。结果表明:无论对哪种缩聚方法 , 并非缩聚模型的级数越高损伤识别

效果越好 , 采用逐级近似的 Guyan法时第二级缩聚模型识别精度最高 , 采用改进 Guyan递推缩聚法时第一级缩

聚模型识别精度最好。分析了出现这种结果的深层次原因 , 指出了在模型缩聚逐级近似过程中存在的对结构损

伤识别有利和不利的 2种趋势 , 给出了良好的模型缩聚方法应该满足的 2个条件。
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　　随着人们对工程结构安全性的日益重视 , 采用

模态参数来识别结构损伤的研究不断深入
[ 1 -4]

。这

些方法应用于工程实践中时 , 都必然会遇到模态参

数测量不完整的问题 。为了解决实测自由度数少于

结构有限元模型自由度数的矛盾 , 通常都要采用模

型缩聚或振型扩展方法。逐级近似的模型缩聚方法

是目前比较流行的一种动态缩聚方法 , 它通过逐级

逼近结构的惯性量来不断提高缩聚模型的精度 , 从

而使得缩聚模型的特征对与未缩聚模型的特征对之

间越来越接近
[ 5, 6]
。本文将这种方法应用于结构损

伤识别问题中以讨论各级缩聚模型对损伤识别结果

的影响 , 以一个平面桁架结构为算例 , 考察了残余

力向量法
[ 1]
在各级缩聚模型下的损伤识别结果 。

结果表明:无论是文 [ 5]方法还是文 [ 6]方法 , 都

不是缩聚模型的级数越高损伤识别效果越好。当采

用文 [ 5]方法时第二级缩聚模型识别精度最高 , 当

采用文 [ 6]方法时第一级缩聚模型识别精度最好 。

本文分析了出现这种结果的深层次原因 , 指出了在

模型缩聚逐级近似过程中存在的对结构损伤识别有

利和不利的两种趋势 , 给出了良好的模型缩聚方法

必须满足的两个条件 , 并对工程结构损伤识别中应

该采用的缩聚模型提出了建议 。

1　残余力向量法
[ 1]

假设损伤前后质量矩阵不变 , 则结构系统损伤

后的特征方程为

(K d - λd jM ) d j =0 (1)

K d =K u - ΔK (2)

其中 , M表示质量矩阵 , K u , Kd 分别表示损伤前

后系统的刚度矩阵 , ΔK表示损伤前后刚度矩阵的

变化 , 它们均为 n阶方阵 , λd j ,  d j分别表示损伤

后第 j个特征值和振型 。

方程 (2)代入(1)中 , 整理可得

(K - λd jM ) d j =ΔK d j (3)

记向量 bj =(K u - λd jM ) d j , 方程 (3)可改写为

ΔK dj =bj (4)

方程 (4)即为残余力方程 , 其中 bj称为第 j个残余

力向量。

ΔK又可表示为

ΔK =∑
N

i=1
αiK i (5)

其中 , αi , K i分别表示第 i个单元体的刚度损失参

数与刚度矩阵 , N 为单元体数目。方程 (5)代入

(4)可得

∑
N

i=1
αiK i d j =bj (6)

方程 (6)写成矩阵形式即

Sα=b j (7)

其中 , S =[K 1 d j K 2 d j … KN d j ] , α=(α1 , α2 ,

…, αN )
T
, 由方程 (7)即可求得损伤程度为

α=S
+
bj (8)

其中 , 上标 “ +” 表示广义逆。
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2　模型缩聚方法

在实际的工程问题中 , 测量的振型通常是不完

整的 , 即只能测量振型中部分元素值 。此时 , 需要

对结构模型进行自由度缩聚 , 以使得结构模型自由

度数与测量自由度数一致 , 设  
m

j 为振型中测量元

素构成的列向量 ,  
s

j为扩展的元素构成的列向量 。

则结构振动特征方程可表示为

Kmm 　Km s

K sm　K ss

 
m

j

 
s

j

=λj

Mmm　M ms

M sm　M ss

 
m

j

 
s

j

(9)

2.1　逐级近似 Guyan缩聚法
[ 5]

忽略方程(9)中右端惯性项 , 则有

Kmm　Kms

K sm　K ss

 
m

j

 
s

j

=0 (10)

由方程 (10)中的第 2式可导出

 
s(1)
j =- K

-1
ss K sm 

m

j (11)

其中 ,  
s(1)
j 表示第 1级缩聚 , 由方程 (11)可得到

 j =T 
m

j (12)

其中转换矩阵 T为

T =
I

D
(1)

(13)

其中

D
(1)
=-K

-1

ss K sm (14)

将方程 (12)代入方程 (9), 两边同时左乘 T
T
可得

缩聚模型的特征方程为

K
R

 
m

j =λjM
R

 
m

j (15)

其中

K
R
=T

T
KT (16)

M
R
=T

T
MT (17)

Guyan缩聚法略去了惯性量 , 若被缩减的自由度有

较大的质量时该方法会有较大的误差 。对这种情况

可以采用逐级近似 Guyan缩聚法来提高缩聚精度 。

由方程 (9)中第 2式可得

K sm 
m

j +K ss 
s

j =λj(M sm 
m

j +M ss 
s

j ) (18)

将方程 (11)代入(18)并整理可得

 
s(2)
j =D

(1)
 

s

j +λjK
-1
ss (M sm +M ssD

(1)
) 

m

j

(19)

又由方程(15)可得

λj 
m

j =(M
R
)

-1
K

R
 

m

j (20)

将方程 (20)代入方程(19)可得

 
s(2)
j =D

(1)
 

m

j +λjK
-1
ss (M sm +M ssD

(1)
)(M

R
)

-1
K

R
 

m

j

(21)

令

D
(2)
=D

(1)
+K

-1
ss (M sm +M ssD

(1)
)(M

R
)

-1
K

R

(22)

则二级缩聚的转换矩阵为

T =
I

D
(2)

(23)

Guyan法的二级缩聚公式也就是通常所说的 IRS法

(Improved reduction system)。按照上述方法递推下

去 , 便可以得到 k级近似的缩聚公式 , 其转换矩阵

T为

T =
I

D
(k)

D
(k)
=D

(1)
+K

-1
ss (M sm +M ssD

(k -1)
) 

(M
(k-1)
)

-1
K

R
, k≥ 1

M
(k-1)

=Mmm +MmsD
(k -1)
) +(D

(1)
)

T
M sm +

(D
(1)
)
T
M ssD

(k -1)
(24)

2.2　逐级近似的改进 Guyan法
[ 6]

将方程(9)写成如下形式

[Km　K s]
 

m

j

 
s

j

=λj [Km　K s]
 

m

j

 
s

j

(25)

令方程(25)的右端项等于零可得

 
s

j =- K
+
sKm 

m

j (26)

令

D
(1)
=- K

+
s Km (27)

则改进的 Guyan法一级缩聚公式中转换矩阵 T为

T =
I

D
(1) (28)

其 k级缩聚公式的转换矩阵 T也可同样推导为

T =
I

D
(k)

D
′(k)
=D

′(1)
+K

+
s (Mm +M sD

′(k-1)
) 

(M
(k-1)
)

-1
K
(k-1)
, k ≥ 1

K
(k-1)

=Kmm +Km sD
′(k -1)

+D
′(k -1)T

K sm +

D
′(k-1)T

K ssD
′(k- 1)

M
(k- 1)

=Mmm +Mm sD
′(k-1)

) +D
′(k-1)T

M sm +

D
′(k -1)T

M ssD
′(k- 1)

(29)

3　缩聚模型的残余力方程

模型缩聚后的残余力方程为

ΔK
R
 

m

d j =b
R

d j (30)

其中

b
R

d j(K
R

u - λd jM
R
) 

m

dj (31)

ΔK
R
=∑

N

i=1
αiK

R

i (32)

其中

K
R

u =T
T
K uT (33)

K
R

i =T
T
K iT (34)

方程 (32)代入(30)可得
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∑
N

i=1
αiK

R

i  
m

d j =b
R

dj (35)

由方程 (35)可得缩聚模型的损伤程度计算公式为

α=S
R+
+b

R

d j (36)

其中 , S
R
=[K

R

1 
m

d j　K
R

2 
m

d j　…　K
R

N 
m

d j ] 。

4　算　例

以图 1所示的平面桁架为例来验证残余力向量

法在各级缩聚模型下的损伤识别结果 , 其基本参数

如下:E =200 GPa, ρ=7.8×10
3
kg /m

3
, L =1 m ,

A =0.004 m
2
。假设仅节点 2、 3和 4的自由度是可

精确测量的 , 其它节点均对应缩减自由度 , 联合采

用第 1、 2阶模态来进行计算。

图 1　平面桁架

F ig. 1　A p lane truss structu re

4.1　单个损伤情况

假设单元 6刚度损伤 20%, 分别采用逐级近

似 Guyan缩聚法和逐级近似改进 Guyan法的前 6级

缩聚模型 , 由残余力向量法计算所得各单元损伤程

度如表 1和表 2所示 (为节省篇幅 , 仅列出第 1、

6、 10和 15单元的结果 ), 其中表 1表示在逐级近

似 Guyan缩聚模型下的损伤识别结果 , 表 2表示在

逐级近似改进 Guyan缩聚模型下的损伤识别结果。

由表 1和 2可见 , 无论哪种方法 , 并非缩聚模

型的级数越高损伤识别效果越好 , 其根本原因在

于:在模型缩聚的逐级近似过程中 , 随着近似级数

的升高 , 存在着两种趋势。第一种趋势是完好结构

缩聚模型的特征对与未缩聚模型的特征对越来越接

近 , 这个趋势是有利于损伤识别的;第二种趋势是

未缩聚模型的单元体与缩聚模型的单元体之间的一

一对应性越来越差 , 这个趋势是不利于损伤识别

的。随着缩聚级数的升高 , 不利趋势对损伤识别的

影响远大于有利趋势对损伤识别的影响 , 因而损伤

识别的结果会越来越差 , 甚至于完全不能识别损

伤。当采用逐级近似 Guyan缩聚法时以二级缩聚模

型识别效果最好 , 而采用逐级近似的改进 Guyan法

时以第一级缩聚模型识别效果最好。

表 1　逐级近似 Guyan缩聚法识别结果 (单元 6损伤 )
Tab.1　Results of Successive_ leve lGuyanM e thod (dam age in e lement 6)

单元 精确解 一级近似 二级近似 三级近似 四级近似 五级近似 六级近似

1 0 0. 0599 -0. 015 - 0. 0103 0. 0665 0. 6694 2. 5463

6 0. 2 0. 3037

(51. 9)*
0. 2082

(4. 1)

0. 2559

(28. 0)

0. 3048

(52. 4)

5. 3137

(2556. 9)

0. 3327

(66. 4)

10 0 0. 1368 0. 0117 0. 047 0. 0152 4. 738 - 5. 4448

15 0 0. 0606 0. 0151 0. 0103 -0. 0525 0. 0623 5. 063

*括号内表示相对误差

表 2　逐级近似改进 Guyan法 (单元 6损伤)
Tab.2　Results of Successive-leve l Im proved GuyanM e thod (dam age in elem ent 6)

单元 精确解 一级近似 二级近似 三级近似 四级近似 五级近似 六级近似

1 0 - 0. 0143 -0. 0191 - 0. 0134 -0. 0082 -0. 0048 - 0. 003

6 0. 2 0. 1875

(6. 3)

0. 2284

(14. 2)

0. 2558

(27. 9)

0. 272

(36)

0. 2823

(41. 2)

0. 2893

(44. 7)

10 0 - 0. 0081 0. 0377 0. 054 0. 0566 0. 0532 0. 047

15 0 0. 0205 0. 0165 0. 017 0. 0197 0. 0237 0. 0287

4.2　多个损伤情况

假设单元 6和 10刚度都损伤 20%, 分别采用

逐级近似 G uyan缩聚法和逐级近似改进 Guyan法的

前 6级缩聚模型 , 由残余力向量法计算所得各单元

损伤程度如表 3和表 4所示 , 其中表 3表示在逐级

近似 Guyan缩聚模型下的损伤识别结果 , 表 4表示

在逐级近似改进 Guyan缩聚模型下的损伤识别结

果。

3
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表 3　逐级近似 Guyan缩聚法 (单元 6和 10损伤)
Tab. 3　Resu lts o f Succe ssive-level GuyanM ethod (dam age s in e lement 6 and 10)

单元 精确解 一级近似 二级近似 三级近似 四级近似 五级近似 六级近似

1 0 0. 0595 -0. 0047 0. 0116 0. 2143 1. 498 2. 9011

6 0. 2 0. 3034

(51. 7)

0. 2246

(12. 3)

0. 3722

(86. 1)

1. 1197

(459. 9)

1. 0267

(413. 4)

- 1. 8719

(1036. 0)

10 0. 2 0. 3034

(51. 7)

0. 2246

(12. 3)

0. 3722

(86. 1)

1. 1197

(459. 9)

1. 0267

(413. 4)

- 1. 8719

(1036. 0)

15 0 0. 0595 -0. 0047 0. 0116 0. 2143 1. 498 2. 9011

表 4　逐级近似改进 Guyan法 (单元 6和 10损伤)
Tab. 4　Resu lts o f Successive-leve l Imp roved GuyanMe thod(dam age s in elem ent 6 and 10)

单元 精确解 一级近似 二级近似 三级近似 四级近似 五级近似 六级近似

1 0 - 0. 0011 -0. 0001 0. 0149 0. 0317 0. 0479 0. 0635

6 0. 2 0. 2080

(4. 0)

0. 2917

(45. 9)

0. 3447

(72. 4)

0. 3721

(86. 1)

0. 3843

(92. 2)

0. 3871

(93. 6)

10 0. 2 0. 2080

(4. 0)

0. 2917

(45. 9)

0. 3447

(72. 4)

0. 3721

(86. 1)

0. 3843

(92. 2)

0. 3871

(93. 6)

15 0 - 0. 0011 -0. 0001 0. 0149 0. 0317 0. 0479 0. 0635

由表 3和 4可以得出与单个损伤情况相同的结

论 。

5　结　论

逐级近似的模型缩聚法虽然能使得缩聚模型的

特征对与未缩聚模型的特征对之间越来越接近 , 但

将该方法应用于工程结构损伤识别问题中时 , 却并

非缩聚模型的级数越高损伤识别效果越好 , 其根本

原因在于 , 随着缩聚模型近似级数的升高 , 原模型

的单元体与缩聚模型的单元体之间的一一对应性越

来越差 。这就导致了当采用逐级近似 G uyan缩聚法

时以二级缩聚模型识别效果最好 , 而采用逐级近似

的改进 Guyan法时以第一级缩聚模型识别效果最

好 。对于工程结构损伤识别问题而言 , 良好的模型

缩聚方法应该满足 2个条件: (1)应该使得缩聚

模型的特征对与未缩聚模型的特征对之间尽可能接

近;(2)同时还应该保持好缩聚模型单元体与未

缩聚模型单元体之间的一一对应性。现存的模型缩

聚方法通常都只考虑了第 1个条件而忽视了第 2个

条件 , 从本文结果看来 , 这 2个条件通常是矛盾

的 , 即二者不能同时趋向于最好。所以 , 适用的模

型缩聚方法应该在这两个条件中寻求平衡 , IRS法

和改进的 Guyan法就是如此 , 应用这 2种模型缩聚

方法得到的损伤识别结果还是可以接受的。至于其

它的模型缩聚方法是否能更好地满足这 2个条件 ,

将在以后的工作中进一步研究。
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Loca lized Fram es in Shift-Invar iant Spaces

QIANG X iao-feng

(Departmen t o fM athematics, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:The sampling se t of the w eighted mu ltiply gene ra ted sh ift-invariant spaces V
p

m (Υ) =

{∑
r

i=1
∑ k∈ Zd

cik i( - k):ci =(cik )∈ l
p

m (Z
d
), i =1, … , r}is studied. It is show n that if the gene ra to r Υ=

( 1 , …,  r) satisfies some localization properties, then the dual gene ra to r  Υ a lso satisfies the same localization

properties. A stab le sampling se t in V
2
(Υ) must be a stable samp ling set in V

p

m (Υ) is also proved. The

reconstruction formula is estab lished.

Key words: localized frame;multip ly genera ted shift-invariant space;non-uniform sampling
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On theM odelReduction Techn iques

in Structura lDamage Identification

LIU J i-ke, YANG Qiu-wei, ZOU Tie-fang

(Department ofAppliedM echanics and Engineering, Sun Yat-sen Unive rsity, Guang zhou 510275, China)

Abstract:Succession-level approxim ate reduction techn iques a re used in structural damage detection in th is

paper. U sing the succession-leve l app roxim ate reduction technique, resu lts of the residua l force algo rithm under

diffe rent level reduced models are discussed th rough a plane truss structure. It is show n tha t the resu lt fo r the

second leve l reducedmode l using the successive-leve lGuyanme thod and the resu lt for the first level reducedmode l

by the successive-leve l improved Guyan techn ique are the most accurate. A ccounting for tha t the accuracy o f

struc tura l damage detection is no t be tte r w hen the level o f the struc tura lmodel reduction increases, the favo rable

trend and the adverse aspec t a re pointed out in damage identification using the succession-level approximate

reduc tion technique. In the end, the proposals are prov ided fo r the app licab le mode l reductionme thod in structu ra l

damage identification and the trends a re expected for the future w ork.

Key words:damage iden tification;mode l reduction; residual fo rce vector;Guyanme thod
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