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平移不变空间的局部化框架
＊

强晓 凤
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:对多生成平移不变空间 Vpm(Υ)={∑
r

i=1
∑k∈Zd

cik i(·-k):ci=(cik)∈ l
p
m(Z

d), i=1, … , r}的采样集

合进行了研究 , 其中 m是满足 m(t+x)≤C(1+ x )sm(x),  t, x∈ Rd的权函数。 证明了当生成元 Υ=

( 
1
, … ,  

r
)的整平移 { 

i
(· -k), i=1, … , r, k∈ Zd是 V2(Υ)的 Riesz基 , 并且满足局部化条件   

i

(x)  ≤C(1+ x )-d-s-ε, ε>0, i=1, … , r, C为正常数 , 则其对偶生成元也满足相同的局部化性质 ,

从而利用局部化框架的性质 , 得到当采样集 X是 V2(Υ)的稳定采样集时 , 一定也是 Vpm(Υ)的稳定采样集合 ,

并且得到了相应的重建公式。
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　　对 Hilbert空间 H中的函数列 { j}j∈ J, 如果存

在正常数 A, B, 使得

A‖f‖
2
≤∑

j∈ J
 〈f,  j〉 

2
≤B‖f‖

2
　 f∈ H

则把 { j}j∈ J叫做 H的框架 。在 Hilbert空间中 , 函

数可在框架上展开 , 由于框架有一定的冗余度 , 使

得展开的形式并不唯一。这一特点正好被用于信号

去噪和从部分丢失数据重建信号。同时 , 构造框架

比构造正交基要容易得多 , 所以研究框架的人越来

越多。目前关于框架的研究可以粗略地分为 2个方

面 , 一方面是构造和刻画已知结构的框架 , 比如小

波框架的构造等
[ 1, 2]
, 另一方面主要侧重于研究具

有实用性质的某类框架
[ 3]
。本文所讨论的局部化

框架 , 由于有一定的局部特征 , 使得在 Hilbert空

间得到的关于采样的一些结论 , 可以推广到

Banach空间中 。

1　记　号

以下用 N和 X表示 R
d
中的可数集 , 并且假设

是分离的 , 即

infx, y∈ X:x≠y x-y ≥ δ>0

infm, n∈ N:m≠n m-n ≥δ>0

用 C表示正常数。

R
d
上的非负连续函数都可以作为权函数 , 如

果存在正常数 C, s≥0, 使对权函数 m, 有 m(t+

x)≤C(1+ t )
s
m(x),  t, x∈ R

d
, 则称 m是

s调制的 。

X上的带权空间 l
p
m上的范数定义为

‖c‖ lp
m
=(∑

x∈ X
 cx 

p
m(x)

p
)

1/p
　1≤p<∞

‖c‖l∞m =supx∈ X cx m(x)

关于 R
d
上的可数分离集 , 有以下事实。

引理 1
[ 4]
　X R

d
是可数分离集 , 则对任何 s

>d, 都有

sup
x∈ Rd∑x∈ X(1 + x-v )

-s
=Cs≤∞ (1)

引理 2
[ 4]
　X R

d
是可数分离集 , 若 s>d, 则

∑
x∈ X
(1 + x-n )

-s
(1 + x-m )

-s
≤

C(1 + n-m )
-s
, m, n∈ N (2)

引理 3
[ 4]
　设 Axn=(1+ x-n )

-s-d-ε
, ε

>0, s≥0, n∈ N, x∈ X, 则算子 A定义为

(Ac)x=∑
x∈ N
Axncn (3)

是从 l
p
m(N)到 l

p
m(X)的有界线性算子 , 其中 1≤p

≤∞, m是任意的 s调制的权。

定义空间

H
p
m ={f, f=∑

n∈ N
cngn, c=(cn)∈ l

p
m(N)}(4)

其中 , {gn}n∈ N是 Hilbert空间 H的 Riesz基 ,

{ gn}x∈ N是其对偶 , m是 s调制的权 。定义 H
p
m上的

范数为‖ f‖ Hpm=‖c‖lpm , 则称之为 H关于 Riesz基
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{gn}n∈ N的伴随 Banach空间。若 l
p
m(N) l

2
(N),

则显然 H
p
m是 H的闭子空间 。若 l

p
m(N) l

2
且 p<

∞, 则认为 H
p
m是 H0 ={f=∑n∈ Ncngn, 有限 cn不为

0}的完备空间 , 其范数为 ‖ f‖Hpm=‖c‖ lpm。若 p

=∞而且 l
∞
m l

2
, 则用 H0的弱

＊
完备空间来定义

H
p
m。

2　局部化框架

所谓局部化框架 , 是 Gröchenig首先提出来的

一个概念。假设 H是 Hilbert空间 , {gn}n∈ N是 H的

Riesz基 , { gn}n∈ N是其对偶 Riesz基 , 则有

定义 1
[ 4]
　E= {ex, x∈ X}是 H的框架 , 其

中 X是 R
d
的可数集 , 若关于 H的 Riesz基

{gn}n∈ N有

 〈ex, gn〉 ≤C(1 + x-n )
-s

 n∈ N, x∈ X

 〈ex,  gn〉 ≤C(1 + x-n )
-s

 n∈ N, x∈ X (5)

其中 , s≥ 0, 则称框架 {ex}x∈ X关于 Riesz基

{gn}n∈ N是 s局部化的 。

关于局部化框架 , Gröchenig给出以下定理。

命题 1
[ 4]
　设 {ex}x∈ X是关于 H的 Riesz基

{gn}n∈ N的 s+d+ε框架 , 其中 ε>0, s≥0当 1≤p

≤∞, m是任意的 s调制的权函数 , 则

(1)Cεf=(〈f, ex〉)x∈ X是从 H
p
m到 l

p
m的有界

线性算子。

(2)Dεc=∑x∈ Xcxex是从 l
p
m到 H

p
m的有界线性算

子 。

(3)S=Sε=DεCε=∑x∈ X 〈f, ex〉 ex是从 H
p
m到

H
p
m的可逆算子 。

(4)对偶框架 { ex=S
-1
ex, x∈ X}也是 s+d

+ε局部化的 。

(5)框架展开

f=∑
x∈ X
〈f, ex〉 ex=∑

x∈ X
〈f,  ex〉ex

在 H
p
m(1≤p<∞)无条件收敛(在 H

∞
m弱

＊
收敛)。

(6) ‖f‖Hpm≈

(∑
x∈ X
 〈f, ex〉 

p
m(x)

p
)

1
p ≈

(∑
x∈ X
 〈f,  ex〉 

p
m(x)

p
)

1
p

3　多生成平移不变空间的非均匀采样
问题

考虑多生成平移不变空间

V
p
m(Υ)={f=∑

r

i=1
∑
k∈ Zd
cik i(·-k):

ci=(cik)∈ l
p
m(Z

d
), i=1 , …, r}

关于这个空间的细节可参考文 [ 5] 。其中权函数 m

是 s调制的。生成元 Υ= ( 1 , … ,  r)∈ L
2

(R
d
)
r
, 且满足

(1) i连续 , i=1, … , r (6)

(2) i(· -k), i=1 , … , r, k∈ Z
d
是

V
2
(Υ)的 Riesz基 (7)

(3)  i(x) ≤C(1+ x )
-d-s-ε

, 　ε>0,

i=1, …, r (8)

可知满足以上条件的生成元 Υ∈ W0(L
1
u)
r
,

其中 u(t)=(1 + t 
s
), s≥ 0而 W(L

p
v)是 Wiener

amalgam空间。 Wieneramalgam空间是指

W(L
p
v)={f, ‖ f‖

p
W(Lpv) =

∑
k∈ Zd
esssup

x∈ [ 0, 1] d
 f(x+k) 

p
v(k)

p
<∞}

其中 , 1≤p<∞。若 p=∞,

‖f‖ W(L∞v) =supk∈ Zd
esssup

x∈ [ 0, 1]d
 f(x+k) v(k)<∞

(9)

W(L
p
v)在上述范数定义下 , 形成 Banach空间

[ 6, 7]
。

而 W0(L
p
v)是 W(L

p
v)的连续函数形成的闭子空间 。

由此可知 V
p
m(Υ)正好是 Hilbert空间 V

2
(Υ)

的关于 Riesz基 { i(· -k)}, i=1, …, r, k∈

Z
d
的伴随 Banach空间 。为了能更细致分析 V

p
m(Υ)

的采样 , 我们希望 Υ的对偶生成元 Υ
～
也满足相同

的衰减条件。需要以下事实 。

引理 4
[ 8]
　若生成元 Υ∈ W0(L

1
u)
r
, 且 { i(·

-k), i=1, …, r, k∈ Z
d
}构成了 V

2
(Υ)的

Riesz基 , 则其对偶生成元 Υ
～
∈ W0(L

1
u)
r
。

引理 5
[ 9]
　设  , ψ∈ L

2
, 则级数 ∑j∈ Zd 

 
(ζ+

j)ψ
 
(ζ+j)几乎处处绝对收敛到 L

1
[ 0, 1]

d
的函

数 , 其 Fourier(逆)系数为

∫Rd (x)ψ(x-k)dx=

∫[ 0, 1]d∑j∈ Zd 
 
(ζ+j)ψ (ζ+j)e

i2πkζ
dζ (10)

以下 3个相似命题在后面定理的证明中需要用

到 , 在此列出 。

引理 6　设  g(x) ≤C(1 + x )
-r
,  ck ≤

C k 
-r
, r>d, 则  ∑k∈ Zd

ckg(x-k) ≤C(1 +

 x )
-N
, 其中正常数 C不一定相同 , 但只跟 r有

关。

引理 7　设  ck ≤C k 
-r
,  dk ≤C k 

-r
,

r>d, 则  (c＊d)(k) ≤C k 
-r
, 其中正常数

C不一定相同 , 但只跟 r有关。

引理 8　 g(x) ≤C(1+ x )
-r
, 其中 r>d。

6
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则对

ck =∫Rdg(x)g(x-k)dx　　 k∈ Zd (11)
有  ck ≤C k 

-r
, C为跟 r有关的正常数。

还需要以下引理 。

引理 9
[ 10]
　η≥2是一个整数 , α∈ [ 0, 1),

 
＊
(γ) =∑m∈ Z (m)e

-2πimγ
在 [ 0, 1]上不为 0,

并且有  (m)=O( m 
-(η+α)

),  m ※∞ , 则

cm =∫
1

0

1

 
＊
(γ)
e
-2πimγ

dγ=

O( m 
-(η+α)

),  m ※∞ (12)

有了这些准备 , 我们可以得到下面的结果 。

定理 1　若 V
2
(Υ)的生成元 Υ满足(6), (7),

(8)式 , 则其对偶生成元 Υ
～
=( 

～

1 , …,  
～

r)∈

W0(L
1
u)且满足(8)式。

证明　对偶生成元 Υ
～
=( 

～

1 , … ,  
～

r), 由引理

4可知 , Υ
～

∈ W0(L
1
u), 而且 V

2
(Υ
～

)=V
2
(Υ), 有

 
～

j=∑
r

i=1
∑
k∈ Zd
b
j
ik i(x-k)

若设 τji(ζ)=∑
k∈ Zd
b
j
ike
-i2πkζ

, 则

 
～ 

j=∑
r

i=1
τji 
 
i

令 G(Υ)=[ Υ
 
, Υ
 
] =([  

 

i,  
 

i′] )i, i′ , 其中 [  
 

i,

 
 
i′] =∑

j∈ Zd
 
 
i(ζ+j) 

 
(ζ+j), 由文 [ 9] 知道系数

矩阵 τ=(τji), j=1, … , r, i=1, …, r正好就是

G(Υ)
-1
。而

G(Υ)
-1
=

1
det(G(Υ))

G11 G21 … Gr1

G12 G22 … Gr2

  

G1r G2r … Grr

=

τ11 τ12 … τ1r

τ21 τ22 … τ2r

  

τr1 τr2 … τrr

(13)

其中 , Gij是 G(Υ)(ζ)中的第 i行第 j列元素的代数

余子式 , 由引理 5, 引理 8和引理 7可知 , Gij(ζ)=

∑
k∈ Zd
gij(k)e

-i2πkζ
中的 Fourier系数 gij(k)≤C k 

-s-d-ε
。

因为 { i(·-k)}是 Riesz基 , 所以 det(G(Υ))≠

0, 由引理 9可知 1/det(G(Υ))的 Fourier系数也

有同样的衰减性质 , 再由引理 7可以知道  b
j
ik ≤

C k 
-s-d-ε

再由引理 6可知

  
～

i(x) ≤ C(1 + x )
-s-d-ε

, i=1 , …, r

定理即证得 。

称 X是 V
2
(Υ)的稳定采样集 , 如果存在正常

数 A, B>0 , 使得

A‖f‖ ≤(∑
x∈ X
 f(x) 

2
)

1/2
≤B‖f‖ (14)

因为 V
2
(Υ)是再生核 Hilbert空间 , 所以当 X是稳

定采样集时 , 等价于 {Kx
j
}x
j
∈ x构成了 V

2
(Υ)的一

个框架。

下面用 Gröchenig关于局部化框架的结论命题

1来说明 , 当 X是 V
2
(Υ)的稳定采样集时 , X也是

V
p
m(Υ)的稳定采样集 。

定理 2　设 Υ满足 (6)-(8)式 , X是 V
2
(Υ)

的稳定采样集 , m是 R
d
上 s调制的权函数 ,

{Kx}x∈ X的对偶框架是{ Kx}x∈ X , 则有

(1)对每个 f∈ V
p
m(Υ), 1≤p≤∞ ,

A‖ f‖Lpm≤(∑
x∈ X
 f(x) 

p
m(x)

p
)

1/p
≤B‖f‖ Lpm

(2)对偶框架满足

  Kx(t) ≤C(1 + t-x )
-s-d-ε

 x∈ X, t∈ R
d

其中 , C为正常数。

(3)重建公式为

∑
x∈ X
f(x) Kx

在 V
p
m(Υ)(1≤p≤∞)无条件收敛。

证明　因为

 〈Kx,  i(·-k)〉 =  i(x-k) ≤

C(1 + x-k )
-s-d-ε

且由定理 1可知

 〈Kx,  
～

i(·-k)〉 =  
～

i(x-k) ≤

C(1 + x-k )
-s-d-ε

这说明 {Kx}x∈ X是 Hilbert空间 V
2
(Υ)关于 Riesz

基 { i(· -k)}, i=1, … , r, k∈ Z
d
的 s+d+ε

局部化框架 , 则由命题 1可知结论 (1), (3)均成

立。而

 Kx(t)=〈 Kx, Kt〉 =

∑
r

i=1
∑
k∈ Zd
 〈 Kx,  i(·-k)〉〈 

～

i(·-k), Kt〉

  Kx(t) ≤ ∑
i
∑
k
 〈 Kx,  i(·-k)〉 ·

 〈 
～

i(·-k), Kt〉 ≤∑
i
∑
k
C(1+ x-k )

-s-d-ε
·

(1 + k-t )
-s-d-ε

≤C(1+ x-t )
-s-d-ε

最后的不等式是由引理 2得到的。
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LocalizedFramesinShift-InvariantSpaces

QIANGXiao-feng

(DepartmentofMathematics, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:The sampling setofthe weighted multiply generated shift-invariantspacesV
p
m(Υ) =

{∑
r

i=1
∑k∈ Zd

cik i(·-k):ci=(cik)∈ l
p
m(Z

d
), i=1, … , r}isstudied.ItisshownthatifthegeneratorΥ=

( 1 , …,  r)satisfiessomelocalizationproperties, thenthedualgenerator Υalsosatisfiesthesamelocalization

properties.AstablesamplingsetinV
2
(Υ)mustbeastablesamplingsetinV

p
m(Υ)isalsoproved.The

reconstructionformulaisestablished.

Keywords:localizedframe;multiplygeneratedshift-invariantspace;non-uniformsampling
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OntheModelReductionTechniques
inStructuralDamageIdentification

LIUJi-ke, YANGQiu-wei, ZOUTie-fang

(DepartmentofAppliedMechanicsandEngineering, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Succession-levelapproximatereductiontechniquesareusedinstructuraldamagedetectioninthis

paper.Usingthesuccession-levelapproximatereductiontechnique, resultsoftheresidualforcealgorithmunder

differentlevelreducedmodelsarediscussedthroughaplanetrussstructure.Itisshownthattheresultforthe

secondlevelreducedmodelusingthesuccessive-levelGuyanmethodandtheresultforthefirstlevelreducedmodel

bythesuccessive-levelimprovedGuyantechniquearethemostaccurate.Accountingforthattheaccuracyof

structuraldamagedetectionisnotbetterwhenthelevelofthestructuralmodelreductionincreases, thefavorable

trendandtheadverseaspectarepointedoutindamageidentificationusingthesuccession-levelapproximate

reductiontechnique.Intheend, theproposalsareprovidedfortheapplicablemodelreductionmethodinstructural

damageidentificationandthetrendsareexpectedforthefuturework.

Keywords:damageidentification;modelreduction;residualforcevector;Guyanmethod
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