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强奇异积分方程小波 Petrov-Galerkin快速算法
＊
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摘　要:通过构造具有高阶消失矩 、 小支集和半双正交性质的分片多尺度小波基底 , 给出第 2类强奇异积分方

程的小波 Petrov-Galerkin快速算法 , 并证明该算法收敛阶达到最佳 , 条件数有界 , 计算复杂性几乎最佳。
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　　利用多尺度和小波方法求解边界积分方程是近

十多年来的一个研究热点
[ 1 -8]

。许多研究集中在第

2类弱奇异积分方程 , 提出了小波 Galerkin, Petrov-

Galerkin, 多尺度配置法等快速算法。文 [ 8, 9]根

据文 [ 5]构造小波配置泛函的思想 , 构造了试探和

检验函数空间上具有相同阶消失矩性质的小波基

底 , 改进了文 [ 4]的小波 Petrov-Galerkin快速算法 ,

但其收敛性估计尚未完全达到最佳 , 还有一个对数

因子。近年来 , 强奇异积分方程在应用研究中占有

越来越重要的位置。本文通过构造分片多项式空间

上具有高阶消失矩性质的小波基 , 给出第 2类强奇

异积分方程具有最佳收敛阶的小波 Petrov-Galerkin

快速算法。

考虑实 Hilbert空间 H:=L
2
(E)上第 2类奇异

积分方程

u-Кu=f, 　f∈ H (1)

其中 , E:=[ 0, 1] , 算子 К:H※H为带有强奇异

核的有界积分算子 , 其核函数 K(s, t)具有如下性

质:对任意正整数 k, α, β , α≤k, β≤k, 当 s≠

t时 , K(s, t)具有连续偏导数 D
α
sD

β
tK(s, t), 而且存

在正常数 c, 使得当 α=β =k时 ,  D
α
sD

β
tK(s, t) 

≤
c

 s-t 
2k+1。当 1不是算子 К的特征值时 , 则方

程(1)有唯一解 。为了方便 , 本文采用记号 N:=

{1, 2, 3, ...}, N0:={0 , 1, ...}, Zn:={0, 1, ...,

n-1}。同时 , 用 〈·, ·〉和 ‖· ‖表示 H的内积

及其相应的范数.假设 {Xn, n∈ N0}为空间 H的

一个子空间序列 , 方程(1)的近似格式为:求 un∈

Xn , 使得对任给 vn∈ Xn , 方程 〈un-Кun, vn〉 =

〈f, vn〉成立。令 Pn:H※ Xn为正交投影算子 , 则

方程可以写成算子的形式:

(I-Кn)un =Pnf (2)

其中 , 算子 I为单位算子 , Кn =PnК X
n
。

1　具有高阶消失矩的多尺度小波基的
构造

本节运用文 [ 5]构造配置泛函的思想 , 构造分

片多项式空间 Xn上 2列具有半双正交性的小波基 ,

其中一列具有高阶消失矩性质。

设正整数 μ>1 , Υ:={ e: e=
t+e
μ
, t∈ R,

e∈ Zμ}为一组压缩映射 , E为映射 Υ的不变集 ,

即 Υ(E):=∪
e∈ Zμ
 e(E)满足 Υ(E)=E。对 e∈

Zμ, 定义线性算子 Te:L
2
(E)※ L

2
(E)为 Tef:=

μχ e(E)f  
-1
e , f∈ L

2
(E), 其共轭算子为 T

＊
e 。

显然 , 对任意 g∈ L
2
(E), T

＊
eg=(μ)

-1
g  e。

记 e:=(e0 , e1 , ..., en-1)∈ Z
n
μ:=Zμ ×… ×Zμ ,

μ(e):=μ
n-1
e0+…+μen-2+en-1 。定义 Te:=Te0  Te1

 …  Ten-1 , 则根据 [ 4, 5] , 对任意 e, e
′
∈ Z

n
μ,

T
＊
e′Te=δe′eI。

记 S
k
μn+1 表示对应于 E的剖分 {En, e:En, e =

 e(E), e∈ Z
n+1
μ , n∈ N0}上次数小于 k的分片多

项式空间 。令 Xn:=S
k
μn+1 , 其维数 S(n)=μ

n+1
k。

记辅助空间 Yn:=S
k'
μn , k'=S(0)。根据文 [ 4]可

知 , {Xn, Yn}构成一个正则对。

下面先构造 Xn上一列具有高阶消失矩的多尺

度小波基底。假设 {g0, j:j∈ ZS(0)}为 X0上一组基
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底 , 则 [ 〈g0, j, t
r
〉] r, j∈ Z

S(0)
为非奇异阵。由于 X0  

X1 , 令 {ψj:j∈ ZS(1)}为 X1的一组基底 , 其中 ψj

=g0, j, j∈ ZS(0)。对每一个 j∈ Zs, s:=S(1)-

S(0), 我们寻求一个向量 [ cjm:m∈ ZS(1)] ∈ R
S(1)

使得 g1, j:= ∑
m∈ ZS(1)

cjmψm满足

〈g1, j, t
r
〉 =0, r∈ ZS(0) (3)

由于式(3)是一个具有 S(1)个未知量 , 系数矩阵

的秩为 S(0)的 S(0)阶线性方程组 , 所以存在 s个

线性无关的解 , 记为 g1, j, j∈ Zs。令 G1:=

span{g1, j, j∈ Zs}, 则 X1 =X0⊕G1 。事实上 , 假

若 X0 ∩ G1≠{0}, 则存在不全为零的常数 cj, 使

得  = ∑
j∈ ZS(0)

cjg0, j满足 〈  , t
r
〉 =0, r∈ ZS(0)。由

于矩阵 [ 〈g0, j, t
r
〉] j, r∈ Z

S(0)
为非奇异阵 , 所以 cj=

0, j∈ ZS(0)与假设矛盾 。

记空间 Gi的维数为 w(i), 指标集 Un:={(i,

j):i∈ Zn+1 , j∈ Zw(i)}。当 i≥ 2时 , 对于每一个 j

∈ Zw(i) , 总唯一存在 e∈ Z
i-1
μ 及 l∈ Zw(1) , 使得 j

=μ(e)w(1)+l。定义 gi, j:=Teg1, l, j∈ Zw(i) , 令

Gi:=span{gi, j:j∈ Zw(i)}, 根据 [ 4, 5] , 可知

Xn有多尺度直和分解:Xn =G0 ⊕G1 ⊕…⊕Gn,

这里 G0:=X0。并且 , {gi, j:(i, j)∈ Un}为 Xn的一

组多尺度小波基 。

下面构造 Xn上与 {gi, j:(i, j)∈ Un}半双正交

的另一列多尺度小波基底 。

假设 {w0, j:j∈ Zw(0)}为 X0上的一组基底 , 满

足

〈w0, j, g0, j'〉 =δjj', j, j'∈ Zw(0) (4)

显然 , 满足(4)的基底 {w0, j:j∈ Zw(0)}是存在的 。

令 X1的一组基底为 { m:m∈ ZS(1)}, 其中  j:=

w0, j, j∈ Zw(0)。对于每一个 j∈ Zw(1) , 求向量

[ djm:m∈ ZS(1)] ∈ R
S(1)
, 使得 w1, j:= ∑

m∈ ZS(1)

djm m

满足

〈w1, j, g0, j'〉 =0, 　j, j'∈ Zw(0),

〈w1, j, g1, j'〉 =δjj', j, j'∈ Zw(1) (5)

令  i, j:= m, m=iw(0)+j, (i, j)∈ U1 , 则(5)

为系数矩阵为 W:=[ 〈 i, j, gi', j'〉] (i, j)∈ U
1
, (i', j')∈ U

1
的

S(1)阶线性方程组 。显然 , 矩阵 W为非奇异阵 。

从而 , 对于每一个 j∈ Zw(1) , 方程(5)唯一确定一

个 w1, j。

和前面一样 , 令 W1:=span{w1, j:j∈ Zw(1)}。

对 e∈ Z
i-1
μ 和 l∈ Zw(1)使得 j=μ(e)w(1)+l, 令

wi, j:=Tew1, l, Wi:=span{wi, j:j∈ Zw(i)}, 则 Xn
可分解为 Xn =W0 ⊕W1⊕…⊕Wn, 这里 , W0 =

X0 , 且 {wi, j:(i, j)∈ Un}是 Xn中一组多尺度基函

数。

定理 1　假设 {wi, j:(i, j)∈ Un}和 {gi, j:(i, j)

∈ Un}为上述构造的 k-1次分片多项式空间 Xn上

的多尺度小波基 , 则有如下性质:

(i){wi, j:(i, j)∈ Un}与 {gi', j':(i', j')∈ Un}具

有半双正交性质 , 即 〈wi, j, gi', j'〉 =δii'δjj', i≥i'。

(ii){wi, j:i-1 ∈ Zn, j∈ Zw(i)}具有 k阶消失

矩性质 , 即 ∫Ewi, j(t)trdt=0, r∈ Zk。

(iii){gi, j:i-1∈ Zn, j∈ Zw(i)}具有 k'阶消失

矩性质 , 即 ∫Egi, j(t)trdt=0, r∈ Zk'。

(iv){wi, j:i-1∈ Zn, j∈ Zw(i)}和 {gi, j:i-1∈

Zn, j∈ Zw(i)}均具有小支集的性质 , 即 c-
1

μ
i≤

meas(suppwi, j)≤c+
1

μ
i, c-

1

μ
i≤meas(suppgi, j)

≤ c+
1

μ
i, 其中 c+, c-为正常数。

证明　利用压缩映射 Υ和线性算子 Te的定义 ,

以及(4), (6)式 , 容易得到定理结论 。

定理 2　小波基底 {gi, j:(i, j)∈ Un}和 {wi, j:

(i, j)∈ Un}具有如下性质:

(i)存在与 n无关的正数 c1 , 使得对任意 f∈

Xn , 下面关系成立:‖gn‖ 2 ≤ c1‖ f‖ , 其中 , gn:

=[ 〈gi, j, f〉:(i, j)∈ Un] 。

(ii)存在与 n无关的正数 c2 , 使得对任意 f∈

Xn , 下面关系成立:‖wn‖ 2 ≤c2‖ f‖ , 其中 , wn:

=[ 〈wi, j, f〉:(i, j)∈ Un] 。

证明　利用这组基底的半双正交性 , 消失矩性

以及紧支集性质 , 很容易得到定理证明。

下面分别引入空间 Xn和辅助空间 Yn上辅助的

小波基底 , 这组基底在证明算法的稳定性上起着重

要的作用 。

假设 {hi, j:(i, j)∈ U1}和 {ζi, j:(i, j)∈ U1}分

别为 X1和 Y1上满足 〈hi, j, wi', j'〉 =δii'δjj', 〈ζi, j, gi', j'〉

=δii'δjj'的基函数 , 根据 [ 4, 6] , 这样的基函数是存

在的。当 i≥ 2, j∈ Zw(i)时 , 存在一对 e∈ Z
i-1
μ 和

l∈ Zw(1)满足 j=μ(e)+l。令 hi, j:=Teh1, l,

ζi, j:=Teζ1, l , 则 {hi, j:(i, j)∈ Un}和 {ζi, j:(i, j)∈

Un}分别构成空间 Xn和 Yn上的一组多尺度基函

数。易证 , 它们分别与 {wi, j:(i, j)∈ Un}和 {gi, j:

(i, j)∈ Un}双正交 , 且具有 k阶消失矩性质 。

定理 3　小波基函数 {hi, j:(i, j)∈ Un}和

{ζi, j:(i, j)∈ Un}具有下面性质:

(i)存在与 n无关的正数 c3 , 使得对任意 f∈

Xn , 下面关系成立:‖hn‖ 2 ≤ c3‖ f‖ 。其中 , hn:

2
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=[ 〈hi, j, f〉:(i, j)∈ Un] 。

(ii)存在与 n无关的正数 c4 , 使得对任意 f∈

Xn , 下面关系成立:‖xn‖ 2 ≤ c4‖ f‖。其中 , xn:

=[ 〈ζi, j, f〉:(i, j)∈ Un] 。

证明　和定理 2的证明类似 , 这里略。

2　小波 Petrov-Galerkin快速算法

利用上一节构造的 Xn上两列小波基 {wi, j:(i,

j)∈ Un}和 {gi, j:(i, j)∈ Un}分别作为试探函数空

间和检验函数空间的基底 , 构造方程(1)的 Petrov

-Galerkin算法 , 即求 un = ∑
(i, j)∈ Un

uijwi, j∈ Xn , 满

足 〈gi′, j′, un-Kun〉 =〈gi′, j′, f〉, (i
′
, j
′
)∈ Un, 其等

价的矩阵形式可表示为求向量 un:=[ uij:(i, j)∈

Un]
T
, 满足

(En-Kn)un =gn (6)

其中 , En:=[ 〈gi', j', wi, j〉] S(n)×S(n) , Kn:=[ 〈gi′, j′, K

wi, j〉] S(n)×S(n) , gn与上节定义一致。

下面的引理给出系数矩阵 Kn的元素大小的一

个估计 , 其证明可参看文 [ 4, 8] 。

引理 1　令 Sij, Si'j'分别为 wi, j, gi', j'的支集 。假

若 Sij与 Si'j'之间的距离 dist(Sij, Si'j')>0 , 则存在常

数 c>0 , 使得  Ki′j′, ij ≤ cμ
-(ik+i'k')

μ
-i+i'

2 dist(Sij,

Si′j′)
-k-k'-1

。

由引理 1可知 , 当支集 Sij和 Si′j′之间的距离增

大时 , 矩阵元素的绝对值将变小 。利用这个性质 ,

可以提出相应的截断策略 。为此 , 将刚度矩阵 Kn
按照下述方法分块:Kn =[ Ki′i] i′, i∈ Z

n+1
, Ki′i:=

[ Ki′j′, ij] j′∈ Zw(i′)
j∈Zw(i)

。 用  Kn = [ Ki′i] i′, i∈ Zn+1 ,  Ki′i: =

[  Ki′j′, ij] j′∈ Zw(i′)
j∈Zw(i)

。表示相应的截断矩阵 , 其中  Ki′j′, ij:

=
0, 　　dist(Sij, Si′j′)>δi, i′,

Ki′j′, ij, 　其他情形 ,
这里 δi, i′称为截断

参数。由截断矩阵  Kn代替(6)中的 Kn得到一个新

的离散方程组:求  un:=[  uij:(i, j)∈ Un]
T
满足

(En- Kn) un =gn (7)

下面引入积分算子  Kn:Xn※ Xn , 其相对于小波基

{wij:(i, j)∈ Un}的矩阵表示为 E
-1
n Kn , 则(7)可表

示为求  un∈ Xn, 满足

(I- Kn) un =Pnf (8)

下面分析块截断矩阵  Ki′i与 Ki′i之间的误差 。记块

扰动矩阵为 Ri′i:=Ki′i- Ki′i , i, i
′
∈ Zn+1 。

定理 4　假设常数 r>1 , 当截断参数 δi, i′≥

rmax{μ
-i
, μ
-i'
}, 则存在常数 c>0 , 使得扰动矩阵

的范数满足 ‖ Ri′i‖ 2 ≤cμ
-(ik+i'k')

δ
-k-k'
i, i' 。

证明　记 Ri′i:=[ ri′j′, ij] j′∈ Z
w(i′)

, j∈ Z
w(i)
, 则有块

矩阵的列和

∑
j′∈ Z

w(i′)

 ri′j′, ij = ∑
{j′∈ Z

w(i′)
:dist(S

ij
, S
i′, j′
)>δ

i, i′
}
 Ki′j′, ij ≤

∑
{j′∈ Zw(i′):dist(Si, j, Si′, j′)>δi, i′}

cμ
-(ik+i'k')

μ
-i+i'

2 dist(Sij, Si′j′)
-k-k'-1

由于 δi, i′ >max{μ
-i
, μ
-i′
}, 利用积分来表示求和 ,

则有:∑
j′∈Z

w(i′)

 ri′j′, ij ≤cμ
-(ik+i'k')

μ
-i+i'
2 μ
i′∫ x >δi, i′ x 

-k-k'-1

dx≤ cμ
-(ik+i'k')

μ
i′-i
2 δ

-k-k'
i, i′ 。同理 , 块矩阵行和的估计

为:

∑
j′∈ Z

w(i′)

 ri′j′, ij ≤cμ
-(ik+i'k')

μ
i-i'
2 δ

-k-k'
i, i′

再利用不等式 ‖ Ri′i‖
2
2≤ ‖Ri′i‖ 1‖ Ri′i‖∞ ,

则 ‖Ri′i‖ 2≤ cμ
-(ik+i'k')

δ
-k-k'
i, i′ 。

3　稳定性和收敛性

本节将讨论 Petrov-Galerkin快速算法的稳定

性 , 并证明该算法的收敛阶达到最佳 。记 m为非负

整数 , H
m
(E):={u u∈ L

2
(E), D

α
u∈ L

2
(E),

 α ≤ m}, 其相应范数记为 ‖ · ‖ m 。同时记

Γ[ a, b;n] :=∑
i∈ Z

n+1

μ
ai

∑
i'∈ Z

n+1

μ
bi'
, ε:=r

-k-k'
。

下面先给出一个重要的引理 。

引理 2　假设 b, b'为两个实数 , r为大于 1的实

数 , 当截断参数 δi, i′满足

δi, i′≥rmaxμ
-min{i, i′}

, μ
-n+b(n-i)+b'(n-i') (9)

则对任意的 u∈ H
m
(E), 0≤ m≤ k, 存在常数 c

>0使得

‖(Kn- Kn)Pnu‖ ≤cεΓ[ k+m-b(k+k'),

k'-b'(k+k');n] μ
-mn
‖u‖ m (10)

　　证明　由于 Pn(H)=Xn , 且算子 Pn是有界

的 , 不妨设 ‖ Pn‖ ≤ p, 则

‖(Kn- Kn)Pnu‖ =

sup
v∈ H, v≠0

 〈(Kn- Kn)Pnu, v〉 /‖ v‖ ≤

p sup
vn∈ Xn, v≠0

 〈(Kn- Kn)Pnu, vn〉 /‖ vn‖

先估计

 〈(Kn- Kn)Qnu, vn〉 ≤

∑
i′, i∈ Z

n+1

∑
j′∈ Z

w(i′)

∑
j∈ Zw(i)

〈(Kn- Kn)〈u, hi, j〉wi, j,

　　　　　　〈vn, ζi′, j′〉gi′, j′〉

≤

∑
i′, i∈ Zn+1

‖Rii′‖ 2‖ [ 〈u, hi, j〉] j∈ Zw(i)‖ 2

‖ [ 〈vn, ζi′, j′〉] j′∈ w(i′)‖ 2

由于 (Pi-Pi-1)u= ∑
j∈ Z

w(i)

〈u, hi, j〉wi, j, 则存在常

数 c>0使得

3
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‖ [ 〈u, hi, j〉] j∈ Z
w(i)
‖ 2 ≤ c‖(Pi-Pi-1)u‖　(11)

又根据 [ 4]之引理 7.4可知存在与 i无关的常数 c>

0 , 使得 ‖u-Piu‖ ≤cμ
-im
‖ u‖ m , 从而 ‖ [ 〈u,

gi, j〉] j∈ Zw(i)‖ 2 ≤ cμ
-im
‖u‖ m。同理 , ‖ [ 〈vn,

ζi′, j′〉] j′∈ Zw(i′)‖ 2 ≤ c‖vn‖ 。

于是 ,

‖(Kn- Kn)Pnu‖ ≤c∑
i′, i∈ Zn+1

‖Rii′‖ 2μ
-im‖u‖ m≤

cεΓ[ k+m-b(k+k'), k'-b'(k+k');n] μ-mn‖u‖ m

从而定理得证。

下面考虑算法的稳定性。为此 , 假设近似算子

方程(2)是稳定的 , 即

(H)存在正整数 N及常数 c0 , 使得 n>N时 ,

对任意 xn∈ Xn ,

‖(I-Kn)xn‖ ≥c0 ‖xn‖ (12)

根据文 [ 3] , 对任意 n>N, 若(2)有收敛于原方

程的解 u的唯一逼近解 un∈ Xn , 则 (H)成立。

定理 5 [稳定性 ] 假设(H)成立 , 同时实参数

b>
k
k+k'

, b'>
k'
k+k'

, 则当 ε充分的小时 , 由(8)

式所定义的 Petrov-Galerkin框架是稳定的 , 即对任

意 un∈ Xn , 存在一个正整数 N和常数 c>0 , 使得

n>N时 , 有 ‖ (I- Kn)un‖ ≥c‖ un‖ 。

证明　因为 b>
k
k+k'

, b'>
k'
k+k'

, 则 Γ[ k-

b(k+k'), k'-b'(k+k');n]一致有界 , 即存在一个

与 n无关的常数 M>0 , 使得 Γ[ k-b(k+k'), k'-

b'(k+k');n] <M。从而 , 当 ε<
c0
2M
时 , εΓ[ k-b(k

+k'), k'-b'(k+k');n] <
c0
2
。于是 , 对任意 un∈

Xn, 利用(12)和(10), 有如下估计

‖ (I- Kn)un‖ ≥

‖(I-Kn)un‖ -‖ (Kn- Kn)un‖ ≥

c0‖un‖ -
c0
2
‖ un‖ ≥

c0
2
‖un‖

从而定理得证。

下面将证明 Petrov-Galerkin快速算法具有最佳

收敛阶 。

定理 6 [收敛性 ] 假若 (8)所定义的 Petrov-

Galerkin框架是稳定的 , 则对于任意 0 ≤ m≤ k,

参数 b>
k+m
k+k'

, b'>
k'
k+k'

, 存在常数 c>0 , 使得

满足离散方程(7)的解  un = ∑
(i, j)∈ Un

 uijwij与原方程的

解 u的误差估计为:‖u- un‖ ≤cμ
-nm
‖ u‖ m。

证明　由于 Pn(I-K)u=(I- Kn) un , 则

(I- Kn)(Pnu- un)=

(Kn- Kn)Pnu+Pn(I-K)(Pnu-u)

根据定理 5, 有
‖u- u

n
‖ ≤ ‖u-P

n
u‖ +‖(I- K

n
)(P

n
u- u

n
)‖

≤(1 +p‖I-K‖)‖u-P
n
u‖ +‖(K

n
- K

n
)P

n
u‖

(13)

由 (10)及 b, b'的范围 , 可知 , 存在一个常数 c>0

使得 ‖ (Kn- Kn)Qnu‖ ≤ cμ
-nm
‖ u‖ m。又由于

‖u-Pnu‖ ≤ cμ
-nm
‖ u‖ m , 故定理得证 。

4　计算复杂度和条件数

本节的定理将指出算法的计算复杂度为几乎最

优 , 同时条件数是有界的。具体证明可参考文 [ 4,

5, 8] 。

定理 7　假设 2k
k+k'

<b≤ 1 , k'
k+k'

<b'≤ 1 ,

r>1 , 截断参数

δi, i′≤ rmaxμ
-min{i, i′}

, μ
-n+b(n-i)+b'(n-i') (14)

则算法的计算复杂度 N( Kn)=O(S(n)log
τ
S(n)),

其中 , τ=
2, 　 b=b'=1;

1, 　其他 。

定理 8　假定截断参数 δi, i'满足条件(9), 实参

数 b>
k
k+k'

, b'>
k'
k+k'

, 则方程(7)的刚度矩阵

的条件数是有界的 , 即存在一个正数 c和一个正整

数 N使得 n≥N时 ,

‖ En- Kn‖ 2‖(En- Kn)
-1
‖ 2 ≤ c。
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