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曲线箱梁的非线性控制方程及其求解
*
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摘　要:根据薄壁曲线梁理论和势能变分原理 , 考虑箱梁翼缘正应力的剪滞效应和结构大挠度影响 , 导出了薄
壁曲线箱梁的几何非线性控制微分方程 , 并采用样条最小二乘配点法进行求解 , 其结果与试验值和有限段解基

本吻合。文中给出的公式和方法可供薄壁曲线箱梁设计参考。
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1　背景与假设

薄壁曲线箱梁是桥梁结构中应用较为常见结构

形式之一。目前 , 已有不少学者对这种结构的计算

理论进行了研究 , 取得了较多的研究成果 , 但其中

大部分为结构的线性分析
[ 1 -8]

, 对薄壁曲线梁进行

几何非线性分析的研究
[ 9]
成果则很少。 Noor,

G rcen和 Hartley采用有限元法对曲线梁进行了非线

性分析 , 钟新谷和曾庆元
[ 10]
用加权残值法研究了

钢筋混凝土拱桥的非线性问题 , 周文伟
[ 11]
推导了

空间曲梁几何非线性刚度方程
[ 11]
, 但以上论文在

非线性分析中 , 都未考虑剪滞效应的影响 。

本文根据薄壁曲线梁理论和势能变分原理 , 考

虑箱梁翼缘正应力的剪滞效应和大挠度影响 , 导出

了薄壁曲线箱梁的几何非线性控制微分方程 , 并采

用样条最小二乘配点法求解 , 得到了连续曲线箱梁

在荷载作用下的响应 。分析时 , 为简化计算 , 引入

如下基本假设:

(1)只考虑竖向荷载和扭转荷载的作用;

(2)曲线梁轴线平面的面内位移 (即轴向位移

和法向位移 )与竖向挠度相比较小 , 可忽略不计;

(3)曲线梁在梁轴平面内的约束是静定的;

(4)不考虑薄壁箱型截面的畸变 。

根据以上假设可知 , 结构中任一点的位移由 3

个部分迭加组成:竖向挠度 w(x) 、 扭转角 φ(x)

和剪滞翘曲位移 (用剪切转角的最大差值函数

U(x)来描述 )。另外 , 根据平衡方程可判断 , 曲

线箱梁的轴力和水平剪力都应为零 。故以下分析

中 , 只须考虑竖向挠度的几何非线性影响 。

2　非线性控制方程的推导

图 1所示为曲线箱梁截面 , 该梁受到竖向荷载

qz和扭转荷载 mx 的作用 。采用三维直角流动坐标

系 xyz, 任一截面的局部坐标原点均在箱梁截面的

形心处 , x轴为轴向坐标 , y轴指向曲梁轴线圆弧

曲率中心 。

图 1　薄壁曲线箱梁截面

F ig.1　Section of th in-w alled curved box g irder

2.1　曲线箱梁的变形势能

设曲线箱梁翼缘的剪滞翘曲位移函数按照三次

抛物线分布 , 则其剪应变和正应变分别为:
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式中 , U(x)为剪切转角的最大差值函数 。

从而可得结构的变形势能 Π =Uw +U f +UT +

UB +Vp , 其中腹板 、翼缘的应变能分别为:
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式中 , Sw和 S f、 Iw和 If、 Aw和 A f分别为腹板和翼

缘对截面中性轴的静矩 、 抗弯惯性矩 、截面积 , Aα
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)为翼缘的广义剪切面积 。

自由扭转 、 约束扭转应变能分别为:
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式中 , KT为抗扭惯性矩 , Iω为扇形惯性矩 。

外力势能为:Vp =- ∫
s
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0
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2.2　曲线箱梁的控制方程

由 δΠ=0可得曲线箱梁的非线性控制方程为:
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式中 , I=Iw +If和 A=Aw +A f分别为箱梁整个截面

的抗弯惯性矩和截面积 。

3　曲线箱梁控制方程的求解

样条函数是一种分段低次插值多项式 , 有很强

的适应数据和函数变化能力 , 能够较好地描述连续

体的变形 。为此 , 以下采用样条最小二乘配点法来

求解曲线箱梁的非线性控制方程 。首先对梁的整个

跨度区间 [ 0, s]进行均匀分划:x0 < x1 <… <

xN (xi =x0 +ih , h =(xN - x0) N/ =s N/ , i =0, 1,

…, N), 设

w(x) =Ψw a ,  (x) =Ψ b ,U (x) =ΨU c
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T
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T
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T
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+组成的基函数 , 该基函数可以

根据各种不同的边界条件和连续条件进行构造
[ 12]
,

使曲线箱梁的边界条件和内支座处的连续条件得以

自动满足 , 所以无边界残值和连续条件残值 。取样

条节点 xi (i =0, 1, …, N)为配置点 , 通过控制方程

(3)得到域内残值:
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RⅢ =(K 31 +K 31(a))a +K 32 b +K 33c

即

R =Kδ-F (4)

式中 , R =[R
T
Ⅰ R

T
Ⅱ R

T
Ⅲ ]

T
, R i =[R i(x0)R i (x1)…

R i(xN)]
T
=( i =Ⅰ , Ⅱ , Ⅲ )

δ= [ a
T
b
T
c
T
] , F [ q

T
m

T
0
T
]
T
, q = [ qz (x0)

qz(x1)… qz (xN )]
T
, m = [m x (x0 ) m x (x1) …

m x(xN)]
T
, K =

K 11 +K 11(a, c) K 12 K 13

K 21 K 22 K 23

K 31 +K 31(a) K 32 K 33

为刚度矩阵 , 其中 K 11和 K 31为非线性部分。因篇幅

关系 , K中各子块表达式从略。

对于非线性方程 (4), 采用最小二乘法求解 ,

其迭代格式为
[ 12]
:

K
T
(δk )K(δk )Δδk =- K

T
(δk )R k

δk+1 =δk +Δδk
迭代时 , 取相应线性方程组 (即去掉 (4)式矩阵

K中的 K 11和 K 31得到的方程 )的解作为初值 。

4　算　例

为考察本文理论的可靠性 , 取文 [ 4]中的两跨
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等跨连续曲线箱梁 (试验梁 )进行计算 。该梁的主

要参数为 , 跨度 s=45cm +45cm , 梁轴线曲率半径

r=43cm , 材料的弹性模量 E =2600MPa, 剪切模量

G =985MPa, 横截面尺寸为:B1 =7.6cm , B 2 =

B3 =9.6cm , t1 =t2 =t3 =0.6cm , hw =8cm , tw =

0.8cm。箱梁受到满跨均布竖向荷载 qz的作用 。主

要计算结果见表 1和图 2 ～ 6。其中 , 表 1为上翼

缘顶板的弯曲剪滞效应系数 (即考虑剪滞效应的

翼缘弯曲正应力与不考虑剪滞效应的翼缘弯曲正应

力之比值)随荷载变化情况 , 图 2 ～ 4分别为第一

跨跨中挠度 、扭转角和上翼缘顶板最大正应力及中

支座截面上翼缘顶板最大正应力随荷载变化情况

(给出了线性解和非线性解)。图 5 ～ 6为均布荷载

qz =578N /m时中支座截面上 、 下翼缘的正应力分

布情况 , 该两图中还给出了试验值和有限段解
[ 4]
,

为了能较合理地进行比较 , 图中的 “本文解 ” 和

“有限段解” 均迭加了按文 [ 8]给出的公式算出的

畸变应力。

表 1　曲线箱梁上翼缘顶板的弯曲剪滞效应

系数随荷载变化情况

Tab. 1　The change o fm om ent shear lag coeffic ients of top

p la te in top - flange on curved box girde rw ith loads

qz s

Eh2w

中间支座截面上翼缘顶板

　λm ax　　　　λm in

边跨跨中截面上翼缘顶板

　λmax　　　　λm in
0. 00054 2. 079 0. 809 1. 860 0. 629

0. 00108 2. 086 0. 798 1. 850 0. 635

0. 0027 2. 082 0. 799 1. 849 0. 636

0. 0054 2. 078 0. 803 1. 851 0. 635

0. 0108 2. 076 0. 806 1. 857 0. 632

0. 0190 2. 077 0. 800 1. 856 0. 630

注:λm ax和 λm in分别为上翼缘顶板在与腹板交界处和在横向正中点

处的弯曲剪滞效应系数。

由图 5 ～ 6可以看出 , 本文的结果与试验值和

有限段解相比 , 除悬臂板悬臂端及附近差别较大外

(该处应力绝对值较小 , 试验时由于受系统误差影

响较大 , 故测试结果的精度较差 , 数据不太具有可

比性), 其他地方基本相同 , 特别是曲线箱梁截面

的重要受力位置翼缘与腹板交界处吻合很好 , 说明

了本文方法是可靠的 。

5　结　语

(1)本文推导了薄壁曲线箱梁的几何非线性控

制方程 , 并采用样条最小二乘配点法求解 。本文方

法经济 、简单 、 实用 , 可推广于变截面 、变曲率薄

壁曲线箱梁的计算。

(2)随着荷载数值的逐渐增加 , 结构中的应力

和位移逐渐呈现出明显的非线性特征 , 但弯曲剪滞

图 2　曲线箱梁第一跨跨中挠度、 扭转角随荷载变化曲线

F ig.2　The change of deflec tion and torsional ang le in the

m iddle of the first span on curved box g irder w ith loads

图 3　曲线箱梁中支座截面上翼缘顶板最大正应力

随荷载变化曲线

F ig. 3　The change o fm ax stress of top plate in top - flange

on the section in them iddle suppo rtion on cu rved

box g irderw ith loads

图 4　曲线箱梁第一跨跨中截面上翼缘顶板

最大正应力随荷载变化曲线

F ig. 4　The change of m ax stress of top p la te in top-flange

on the section in them iddle of the first span

on curved box g irderw ith loads

效应系数却基本保持不变。这表明 , 几何非线性对

翼缘板应力分布的不均匀程度不产生影响。
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图 5　曲线箱梁中支座截面上翼缘正应力

F ig. 5　S tress o f top - flange on the section in the

m idd le suppor tion on curved box g irder

图 6　曲线箱梁中支座截面下翼缘正应力

F ig. 6　S tre ss o f bo ttom - flange on the section in the

m idd le suppor tion on curved box g irder

(3)几何非线性的影响程度 , 取决于荷载的数

值 , 荷载越大 , 非线性解与线性解差越别大 , 即非

线性效应越显著。本文计算表明 , 对于两跨等跨连

续曲线箱线梁 , 当 qz s /Eh
2
w >0.005时 , 应考虑几

何非线性对结构内力和位移的影响。
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Nonlinear Governing Equation of Curved Box G irder and Its Solution

CHEN Yu-ji, LUO Qi-zh i

(Departmen t o fC iv il Engineering andA rch itecture, Foshan Science and Techno logy Un iversity,

Foshan 528000 , China)

Abstract:By means o f the po tential varia tiona l princip le and the theory of thin -w alled box girders, considering

the influence of the shear lag effect of flange s stress and the large deflection, the geome try non linear governing dif-

ferential equation o f th in -w alled box g irders is obtained. The equation is so lved w ith the least tw o -multip lication

allo tting pointme thod. The resu lts are consistentw ith tho se of the test and the segmentme thod. The proposed for-

mulae and me thod could be refe renced to the design for the thin -w a lled box girders.

Key words:curved box girder;nonlinear governing equation;spline function;shear lag effect

25


