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具有充分下降性的修正 PRP算法及其收敛性
＊

喻高航 , 关履泰
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广东 广州 510275)

摘　要:共轭梯度法因其算法简单 、 存储需求小 , 非常适合于求解大规模优化问题。在所有的共轭梯度法中 ,

PRP方法被认为是数值表现最好的方法之一。然而 , 对一般非凸函数 , PRP方法即使采用精确线搜索也不能保

证全局收敛。本文基于一个修正的 PRP公式 , 提出了一类无需线搜索而具有充分下降性的共轭梯度算法。在一

定条件下 , 建立了该算法的全局收敛性结果。数值试验表明这种改进是有效的。
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1　研究背景

共轭梯度法具有算法简便 , 存储需求小等优

点 , 十分适合于求解大规模优化问题 。考虑无约束

优化问题

min{f(x) x∈ R
n
} (1)

这里 f(x)连续可微 。求解问题(1)的共轭梯度法

具有如下形式:

xk+1 =xk +αkdk (2)

和

　dk =
-gk　　　　　　if　　k=1

-gk +βkdk-1 if　　k≥ 2
(3)

其中 , αk >0是步长因子;gk = f(xk);βk为一参

数 。以下是一个著名的选取 βk的共轭梯度公式

β
PRP
k =

g
T
k(gk -gk-1)

g
T
k-1 gk-1

(4)

由 Polak-Ribiére
[ 1]
和 Polyak

[ 2]
于 1969提出 , 故相

应的算法称为 PRP算法 。

共轭梯度法在不同类型的线搜索下的收敛性已

被广泛研究
[ 3-6]

。在所有的共轭梯度法中 , PRP方

法被认为是数值表现最好的方法之一 。但对一般非

凸函数 , Powell
[ 7]
举出了反例表明即使采用精确线

搜索 PRP方法也不具有全局收敛性。如果使用非

精确线搜索 , Dai
[ 8]
举出了例子表明 , 即使目标函

数 f(x)一致凸 , 而且强 Wolfe线搜索中的参数 σ

∈ (0, 1)充分小 , PRP方法都有可能产生一个上升

的搜索方向 。对一般非凸函数 , Powell
[ 9]
建议限制

PRP方法中参数 βk为非负:β
PRP
k =max{0, β

PRP
k }。

Gilbert和 Nocedal
[ 4]
考虑了 Powell的上述建议 , 并

在适当的线搜索条件下 , 建立了上述修正 PRP方

法对一般非凸函数的全局收敛结果。

为保证算法的全局收敛性和有效性 , 在共轭梯

度算法的实现过程中步长 αk通常由 Wolfe线搜索

条件所决定 , 即确定步长 αk >0满足

f(xk+αkdk)-f(xk)≤δαkg
T
kdk (5)

以及

g(xk+αkdk)
T
dk≥σgk

T
dk (6)

其中 , δ∈ (0, 1), σ∈ (δ, 1)。此外 , 共轭梯度

法的收敛性分析中经常要用到充分下降条件

g
T
kdk≤-c‖gk‖

2
(7)

其中 , c>0为某常数。比如 , Al-Baali
[ 3]
, Gilbert和

Nocedal
[ 4]
等 , 在分析强 Wolfe线搜索下共轭梯度算

法的全局收敛性时 , 充分下降条件(7)都起到关键

的作用。为了满足条件(7), 现有的主要方法大多

都依赖于具体的非精确线搜索技术
[ 4-6]

, 有时导致

线搜索非常复杂。本文主要讨论了一类不依赖于具

体的线搜索能保证充分下降的修正 PRP共轭梯度

算法及其全局收敛性。最后 , 对一些典型的数值算

例进行实验 , 结果表明是有效的 。

2　算法及其全局收敛性分析

考虑共轭梯度算法(2)-(3), 其中 βk =β
DPRP
k

由如下公式迭代 (D取 descent的第一个字母):

β
DPRP
k =β

PRP
k -

C‖yk-1‖
2

‖gk-1‖
4 g

T
kdk-1 (8)
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这里 yk-1 =gk -gk-1 , C >1/4 。将该算法简称

DPRP方法。不需要任何线搜索条件 , (8)式能保

证 DPRP方法的充分下降性 , 见如下定理 。

定理 1　考虑方法 (2) -(3), 其中 βk =

β
DPRP
k 由 (8)生成。如果 ‖ gk-1‖ ≠ 0 , 则对所有

的 k≥ 1都有

g
T
kdk≤-(1 - 1

4C
)‖gk‖

2
(9)

证明　当 k=1时有 g
T
1d1 =-‖g1‖

2
, 显然

(9)成立 。当 k>1时 , 由(3), (8)有 ,
gTkdk =-‖gk‖

2 +

gTkdk-1(
gT
k
y
k-1

‖gk-1‖
2
-
C‖y

k-1
‖ 2

‖gk-1‖
4
gTkdk-1)=

gT
k
d
k-1
gT
k
y
k-1

-‖g
k
‖ 2‖g

k-1
‖ 2 -

C‖yk-1‖
2

‖gk-1‖
2
(gT

k
d
k-1
)2

‖gk-1‖
2

设 u=
‖gk-1‖

2C
gk以及 v=

2Cg
T
kdk-1

‖ gk-1‖
yk-1 , 则有

g
T
kdk =

u
T
v-

1

2
(‖u‖

2
+‖v‖

2
)

‖gk-1‖
2 +

-(1 -
1

4C
)‖gk‖

2
‖ gk-1‖

2

‖gk-1‖
2

结合不等式 u
T
v≤

1

2
(‖u‖

2
+‖v‖

2
), 知不等式

(9)对所有的 k≥ 1都成立。

为讨论 DPRP方法的收敛性 , 假定目标函数

f(x)满足如下基本假设:

假设 1

①水平集 Ψ={x∈ R
n
 f(x)≤f(x1)}有下

界;②f(x)在 Ψ的一个邻域 N内连续可微 , 且其

导数 Lipschitz连续 , 存在常数 L>0使得

‖ f(x)- f(y)‖ ≤L‖x-y‖ ,

 x, y∈ N (10)

在假设 1的前提下 , 可以给出 DPRP方法的一

个收敛定理如下 。

定理 2　若假设 1成立 , 且步长 αk满足(5),

以及对所有的 k≥1都存在常数 c1 >0 , 使 αk≥c1

成立 , 则对 DPRP算法产生的点列 {xk}有:或者

存在某个 k有 ‖ gk‖ =0 , 或者

lim
k※∞

‖ gk‖ =0 (11)

证明　由(5)和(9)可知 , 对所有的 k≥1都有

xk∈ Ψ。根据水平集 Ψ有下界和 f(x)的连续性知

序列 {f(xk)}的极限存在。由关系式(5)易证

∑
∞

k=1

δαk g
T
kdk ≤ ∑

∞

k=1

-(f(xk+1)-f(xk))<∞　(12)

进一步 , 由(9)和 αk≥c1可知(11)成立 。证毕。

文 [ 10]中 , Dai给出如下一个 Armijo类型的线

搜索(简记为 ALS线搜索):给定常数 λ∈ (0, 1)

以及 c2 ∈ (0, 1] , 确定最小的整数 m≥ 0使得 αk

=λ
m
满足(5)和

g(xk +αkdk)
T
d(xk+αkdk)≤

-c2‖ d(xk +αkdk)‖
2

(13)

文 [ 10]证明了 PRP方法在上述 Armijo类型的线搜

索下具有 lim
k※∞

‖gk‖ =0意义上的收敛性 。下面 ,

证明对 DPRP方法也有相应的结果 。

引理 1　设目标函数满足假设 1, 考虑 DPRP

方法 , 其中步长 αk由 ALS线搜索所得 , 则这样的

αk一定存在且对所有的 k≥ 1 , 存在常数 c3 >0使

αk≥c3成立。

证明 　与文 [ 10]中的引理 2.8类似 。由 d1

=-g1 , 知

g
T
kdk≤-c2‖ dk‖

2
(14)

对 k=1时成立 。现假设(14)对某个 k成立 , 则有

‖dk‖ ≤ c
-1
2 ‖ gk‖ 。对任何 α>0 , 定义  xk+1 =xk

+αdk ,  gk+1 =g( xk+1)以及 d
～

k+1 =- gk+1 +β
DPR
k+1dk。

根据中值定理和(10), 有

f( xk+1)-fk =∫0
1

g(xk+tαdk)
T
(αdk)dt=

αg
T
kdk+∫

1

0
[ g(xk+tαdk)-gk]

T
(αdk)dt≤

αg
T
kdk +

1

2
Lα

2
‖dk‖

2

因此可得 f( xk+1)-fk≤ δαg
T
kdk, 对所有的 α∈

(0,
2(1 -δ)

L
 g

T
kdk 

‖dk‖
2 ] 成立。由假设(14)可得

f( xk+1)-fk≤ δαgk
T
dk,

α∈ (0,
2c2(1 -δ)

L
] (15)

另一方面 , 由 d
～

k+1的定义和(10)可得

‖ d
～

k+1‖ ≤

‖ gk+1‖ [ 1 +
Lα‖dk‖

2

‖gk‖
2 +

CL
2
α
2
‖ dk‖

4

‖ gk‖
4 ]

(16)

和 　　　　　　 g
T
k+1d

～

k+1 = 　

-‖ gk+1‖
2
[ 1 -

 gk+1
T
( gk+1 -gk)

‖gk‖
2

d
T
k gk+1

‖ gk+1‖
2 +

C‖ gk+1 -gk‖
2

‖ gk‖
4

d
T
k gk+1)

2

‖ gk+1‖
2 ] ≤

-‖ gk+1‖
2
[ 1 -

Lα‖dk‖
2

‖ gk‖
2 ]

12
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因此 , 选取某个常数 c4 >0使得 1 -c4 ≥ c2(1+c4

+Cc
2
4)

2
, 由(16)和上式 , 有

 g
T
k+1d

～

k+1 ≤ -c2 ‖d
～

k+1‖
2
,

α∈ (0,
c4 ‖gk‖

2

L‖dk‖
2 ] (17)

根据 ‖dk‖ ≤c
-1
2 ‖gk‖ , (15)和 (17), 令 c3 =

min{1,
2λc2(1 -δ)

L
,
λc4c

2
2

L
}, 知结论成立 , 证毕。

显然 , 由引理 1和定理 2可知如下命题成立。

定理 3　设目标函数满足假设 1, 考虑 DPRP方

法 , 其中步长 αk由 ALS线搜索所得 , 则对算法产

生的点列 {xk}有:或者存在某个 k有 ‖gk‖ =0 ,

或者(11)成立 。

如上述 , 在一定的条件下 , 已经建立了 DPRP

方法的全局收敛性 。但是 ALS线搜索有一个明显

的缺点 , 它不能保证(较为)精确的线搜索 , 也就是

说它会拒绝一个已得的好的试探步长(比如局部极

小点或满足 Wolfe线搜索的点)。另外 , 对共轭梯

度法 , 限制步长 αk总是小于或等于 1, 会制约算法

的效率 。为克服上述缺点 , 结合 Wolfe线搜索技

术 , 给出如下算法:

DPRP-WLS算法

给定数据:αmin, c2 , λ, δ∈ (0, 1), σ ∈ (δ,

1), C>1/4 , ε>0以及 x1 ∈ R
n
。

初始化.令 d1 =-g1以及 k∶=1.

While‖gk‖ ≥ εdo

Step1.计算 αk >0使其满足 Wolfe线搜索条

件(5)和(6);

Step2.

Ifαk≥ αminthen

令 xk+1 =xk+αkdk;dk+1 =-gk+1+β
DPRP
k+1 dk.

Else由 ALS线搜索生成步长:αk =λ
m
满

足(5)和(13);令 xk+1 =xk+αkdk;以及

dk+1 =-gk+1 +β
DPRP
k+1 dk.

Endif

Step3.Setk=k+1.

由 DPRP-WLS算法的 Step2知 , 对所有的 k

≥ 1都存在常数 c5 =min{αmin, c3}, 使 αk≥c5成

立 , 所以 DPRP-WLS算法有和定理 3相同的收敛

性结果。

3　数值实验

在本节 , 对 DPRP-WLS算法用 Matlab7.0编

程在 PC(AMDAthlonXP2500+CPU1.84GHz)上

进行数值实验 。其中 δ=10
-2
, σ =0.1 , αmin =

10
-30

, λ=0.5 , c2 =ε=10
-6
, 公式(8)中的控制

参数 C分别取 C=0和 C=1/2进行测试 , 其中 C

=0时则对应 PRP方法。

所测试的函数来自文 [ 11] , 每个函数都选取

两个不同的变量维数 n(50≤ n≤ 1000)来进行测

试。限制外循环的最大次数为 10 000次 。每次执

行 Wolfe线搜索前都用下式计算初始的步长
[ 12]

α0 =αk-1
 f

T
k-1 dk-1
 f

T
kdk

, 　 k>1 (18)

当 k=1时 , 选取 α0 =‖ f(x1)‖
-1
。因为 PRP方

法不能保证算法的下降性 , 当算法产生一个上升的

方向时则用最速下降方向取代当前搜索方向重新开

始。具体的数值结果以 NI/NF/NG/NA/Nr的形式

列在表 1中 , 其中 NI表示迭代的次数;NF表示计

算函数值的次数;NG表示计算函数梯度值的次数;

NA表示应用 ALS线搜索的次数;Nr表示搜索方向

重新开始的次数;“ -” 表示方法对这个数值例子

失效;CPUtime(s)表示测试所有的这些函数所占

用的 CPU时间(单位是秒)。

表 1　带不同参数的 DPRP方法的数值结果 (NI/NF/NG/NA/Nr)
Tab.1　NumericalresultsofDPRPfordifferentparameters

Problem FunctionName n C=0 C=0.5

MGH21 ExtendedRosenbrock 500 38/ 116/68/0/2 43/ 148/74/1/0

1 000 24/ 84/37/0/3 34/ 100/67/0/0

MGH22 ExtendedPowellSingular 500 369/ 758/571/0/2 56/ 126/90/0/0

1 000 624/1263/951/0/2 127/ 245/184/0/0

MGH23 Penalty1 500 27/ 109/77/2/1 38/128/99/0/0

1 000 33/ 117/91/0/5 35/ 132/93/0/0

MGH24 Penalty2 50 - 1286/ 2595/1963/0/0

100 116/ 279/188/0/14 134/ 338/220/0/0

MGH25 VariablyDimensioned 100 12/ 56/45/0/0 12/ 56/45/0/0

200 13/ 62/50/0/0 13/ 62/50/0/0

13
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(接表 1)

Problem FunctionName n C=0 C=0.5

MGH26 Trigonometric 100 60/ 157/92/0/5 70/ 146/89/0/0

200 67/ 139/95/1/3 83/ 208/131/4/0

MGH28 DiscreteBoundaryValue 500 232/ 383/324/0/11 293/ 397/358/0/0

1 000 42/ 69/57/0/1 54/ 67/60/0/0

MGH29 DiscreteIntegralEquation 500 7/ 15/9/0/0 7/ 15/9/0/0

1 000 7/ 15/9/0/0 8/17/10/0/0

MGH30 BroydenTridiagonal 500 35/ 72/46/0/3 32/ 66/40/0/0

1 000 35/ 68/45/0/6 35/ 70/42/0/0

MGH31 BroydenBanded 500 19/ 76/34/0/0 19/ 56/29/0/0

1 000 18/ 66/30/0/0 20/ 49/30/0/0

MGH32 Linear-FullRank 500 1/ 3/3/0/0 1/ 3/3/0/0

1 000 1/ 3/3/0/0 1/ 3/3/0/0

CPUtime/s 133.17 94.41

从数值计算的结果来看 , 除 MGH22和 MGH24

外 , DPRP方法和 PRP方法的计算效率是相当的 。

但是 , DPRP方法不仅具有良好的收敛性理论 , 而

且因为算法具有充分下降性 , 数值表现更稳定;而

PRP方法还需要借助重开始策略 , 才能保证算法被

有效地实施 。
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AProoftotheCooperativeorCompetitiveSystemswithRespecttoCone
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Abstract:Aproofisgivenusinggraphtheorybyinduction.Whetherasystemiscooperativeorcompetitiveina

domainDwithrespecttoconeKm isequivalenttoforeveryclosedloopinG, thenumberofedgeswith“ -” sign

isevenorodd.
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(上接第 14页)

ModifiedPRPMethodswithSufficientDescentPropertyand
TheirConvergenceProperties

YUGao-hang, GUANLǜ-tai

(DepartmentofScientificComputationandComputerApplications,

SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Theconjugategradient(CG)methodisverysuitableforsolvinglarge-scalenonlinearoptimizationdue

tothesimplicityoftheiriterationandtheirverylowmemoryrequirements.Generally, thePRPmethodisregarded

asoneofthemosteffectiveCGmethods.However, thePRPmethodevenwiththeexactlinesearchisnotglobally

convergentonnonconvexfunctions.BasedonamodifiedPRPformula, aclassofconjugategradientmethodswere

proposedforunconstrainedoptimization.Nolinesearchisrequired, thesemethodspossessthesufficientdescent

property.Undersuitableconditions, globallyconvergentresultsweregiveninthispaper.Preliminarynumerical

resultsshowthatthesemethodsareeffective.
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