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一类带随机延滞的时序模型的极限行为
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摘　要:提出了一个带有随机延滞的时序模型 Xn+1 =fzn+1(Xn, … , Xn-zn+1
)+Hzn+1(Xn, … , Xn-zn+1

)εn+1 , 应用马

氏链的随机稳定性理论 , 讨论了这个模型的极限行为 , 给出了关于 {X
n
}以几何速率按某种方式收敛的一个充

分条件。
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　　考虑如下的时间序列模型:

Xn+1 =fzn+1(Xn, …, Xn -zn+1)+

Hzn+1(Xn, …, Xn -zn+1)εn+1 (1)

其中 , {Zn}是一个定义在概率空间(Ψ, F, P)上的

既约 、 非周期齐次马氏链 , 其状态集合 J= {1,

… , r}(r是一个正整数); j∈ J, fj:R
m(j+1)

※

R
m
是一个 Borel-可测映射 , Hj:R

m(j+1)
是一个正

定的矩阵值的 Borel-可测函数; (R
n×p
表示 n×p

实矩阵空间), {εn}是一个定义在 (Ψ, F, P)

上的 i, i, d。 m-维随机向量序列。

易见 , 当  J =1时 , (1)退化为通常的 AR

-ARCH模型

Xn+1 =f(Xn, …, Xn-q)+H(Xn, …, Xn-q)εn+1

(2)

(2)式是一个非常一般的非线性时序模型 , 从上

个世纪 90年代至今 , 倍受关注并且得到深入地研

究
[ 1-6]

。将 (2)式推广成 (1)式 , 应该是有意

义的。

本文主要关注的是 (1)式确定的序列 {Xn}

的极限行为 , 并将表明关于 (2)式的几何遍历性

的某些判据本质上亦适用于 (1)式确定的 {Xn}

的某种极限性质的判断。这一目的将通过构造并分

析如下序列:

Y(n)=(Zn, Xn, …, Xn-r), n≥ 1 (3)

来达成 。在本文的余下部分 ,  ·  表示数的绝对

值或向量和矩阵的如下范数:对向量 u=(u1 , … ,

up)∈ R
p
,  u =∑

p

i=1
 ui ,对 V=(vij)∈ R

n×p
,

 V =∑
n

i=1∑
p

j=1
 vij ;Bn记 R

n
上的 Borel-代

数 , ε表示 J的所有子集构成的 σ-代数 , λ为

(J, ε)上的计数测度 , μr+1为 (R
r+1
, Br+1)上

的 Lebesgue测度 。并且关于模型 (1), 作出下列

假定:

A1.{εn}满足:Eεn=0∈ R
m
, E εn <∞,

且对每一个 n, εn与 {Xk, k<n}独立 , εn有下

半连续且处处为正的密度函数 q(·)。

A2.{Zn}与 {εn}相互独立 , {Zn}与(1)

的初始随机向量 X0 , X-1 , …, X-r独立 。

A3. j∈ J, fj和 Hj在 R
m(j+1)

中的任何有界

Borel-可测集上是有界的 。此外 ,  x∈ R
m(j+1)

,

Hj(x)是对称的并满足:对 R
m(j+1)

中的任何紧集

K, inf
x∈ k
λmin{Hj(x)}>λk >0(λmin{H}(表示实对

称矩阵的最小特征值)。

A4.存在常数 ale≥0, ble≥0, 1≤l≤m, 0≤e

≤r, 使得  x ※∞ (x= (x01 , … , x0m, …,

xr1 , … , xrm)∈R
m(r+1)

)时 ,  j∈ J,

 fj(xj) ≤∑
m

l=1
∑
r

e=0
ale xle +0( x ),

 Hj(xj) ≤∑
m

l=1
∑
r

e=0
ble xle +0( x )

其中 , xj=(x01 , …, x0m, …xj1 , …, xjm)∈ R
m(j+1)

。

A5.max1≤i≤m{∑
r

j=0
aij+E ε1  ∑

r

j=0
bij}<1 。

(参见文献 [ 1] )

以下为方便计 , 所有的讨论均是在 m=1的情

形下进行的。注意到关于 {εn}和 Hj的假定 , 考
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察整个推理过程 , 将容易看到 , 对 m>1的情形 ,

诸结论的证明并无实质上的不同。

1　关于 {Y(n)}的几个引理

引理 1　设 {Y(n)}是 (3)式确定的序列 。

在假定 A1 , A2下 , {Y(n)}是一个时齐马氏链。

证明:这是显然的。

定义 {Y(n)}的 n步转移概率如下: i, j∈

J, x=(x0 , x1 , …, xr)∈ R
r+1
, Λ=B0 ×B1 ×

… ×Br (Bk∈ B1 , k=0, 1, … , r),

P
(n)
(i, x, j, Λ):=

P{Y(n+m)∈ {j}×Λ Y(m)=(i, x)}　(4)

易见

P
(n)
(i, x, j, Λ)=

∑
k∈ J ∫Rr+1P

(1)
(i, x, k, dv)P

(n-1)
(k, v, j, Λ) (5)

令 pij =P{Zn =j Zn =i},  i, j∈ J, n≥ 1。

由式 (4)、 (5)及归纳法 , 不难得到如下

引理 2　 {Y(n)}的 n步转移概率有下之表

示:

 i, j∈ J, x=(x0 , x1 , …, xr)∈ R
r+1
,

Λ=B0 ×B1 ×… ×Br∈ Br+1

当 1≤n≤r时 ,

P
(n)
(i, x, j, Λ)=

∏
r

l=n
IBl(xl-n) ∑

k
1
, k

2
, … , k

n-1
∈ J
pik1pk1k2…pkn-1j·

∫Bn-1q(H
-1
k1 (Un)(yn-1 -fk1(Un)))dyn-1·

∫Bn-2q(H
-1
k2 (Un-1)(yn-2 -fk2(Un-1)))dyn-2…

∫B1q(H
-1
k
n-1
(U2)(y1 -fk

n-1
(U2)))dy1·

∫B
0

q(H
-1
j (U1)(y0 -fj(U1)))dy0;

P
(r+1)

(i, x, j, Λ)= ∑
k1 , k2, … , kr∈ J

pik
1
pk

1
k
2
…

pk
r
j∫Brq(H

-1
k
1
(Ur+1)(yr-fk

1
(Ur+1)))dyr·

∫B
r-1
q(H

-1
k2 (Ur)(yr-1 -fk2(Ur)))dyr-1…

∫B0q(H
-1
j (U1)(y0 -fj(U1)))dy0

当 n≥r+2时 ,

P
(n)
(i, x, j, Λ)= ∑

k
1
, k

2
, … , k

n-1
∈ J
pik1pk1k2…pkn-1j·

∫Rq(H-1
k1 (Un)(yn-1 -fk1(Un)))dyn-1·

∫Rq(H-1
k2 (Un-1)(yn-2 -fk2(Un-1)))dyn-2…

∫Rq(H-1
kn-(r+1)(Ur+2)(yr+1 -fkn-(r+1)(Ur+2)))dyr+1·

∫Brq(H
-1
kn-r(Ur+1)(yr-fkn-r(Ur+1)))dyr…

∫B0q(H
-1
j (U1)(y0 -fj(U1)))dy0 (6)

其中 Un =(x0 , … , xk1), Un-s =(yn-s, … , yn-1 , x0 ,

…, xks+1-s), 1≤ s≤ ks+1;Un-s =(yn-s, …yn-s+ks+1),

ks+1 <s≤n-1

引理 3　在假定 A1, A2, A3下 , {Y(n)}是 λ

×μr+1 -不可约和非周期的。

证:显然 。

引理 4　在假定 A1, A2和 A3之下 , 如果 C 

J, C≠ , 并且 K是 R
r+1
中的一个有界闭集 , μr+1

(K) >0, 则 C×K是 {Y(n)}的一个小集。

证:只需要证明  i∈ J, {i}×K是{Y(n)}的

一个小集即可 。为此 , 仅需表明:存在 m≥ 1 , 使

得  {j}×Λ∈ ε×Br+1 , 且 λ×μr+1({j}×Λ)>0

inf
(i, x)∈ {i}×K

P
(m)
(i, x, j, Λ)>0 (7)

其中 x=(x0 , x1 , … , xr)∈ K, Λ=B0 ×B1 ×… ×Br

∈ Br+1 。注意到 {Zn}是既约和非周期的 ,  J 

<∞, 从而 , 当 n充分大时 , 对每一个 j∈ J, 必存

在 k1 , k2 , …kn∈ J, 使得 Pik1…Pknj>0。由引理 2

知。

P
(n)
(i, x, j, Λ)≥pik1 , …, pknj·

∫Rq(H-1
k1 (x0 , … , xk1)(yn -fk1(x0 , … , xk1)))dyn

∫Rq(H-1
k2 (yn, x0 , … , xk2-1)·

(yn-1 -fk2(yn, x0 , … , xk2-1)))dyn-1…

∫Rq(H-1
ks+1(yn-s+1 , …, yn-s+ks+1 , x0)·

(yn-s-fks+1(yn-s+1 , … , yn-s+ks+1 , x0))dyn-s·

WΛ(yn-s, …, yn)

其中

WΛ(yn-s, …yn)=∫Rq(H-1
ks+2(yn-s, …, yn-s+ks+2)·

(yn-s-1 -fks+2(yn-s, … , yn-s+ks+2)))dyn-s-1…

∫B0q(H
-1
k
j
(y1 , … , yj+1)(y0 -fj(y1 , …, yj+1)))dy0。

显然 , WΛ(yn-s, …, yn)>0,  yn-s, …, yn∈ R, 且

inf
(i, x)∈ {i}×K

P
(n+1)

(i, x, j, Λ)=inf
x∈ K

P
(n+1)

(i, x, j, Λ)

从而 , 要证明 (7)式成立 , 只需证明:

inf
x∈ K∫q(H-1

k1 (x0 , …, xk1)(yn -fk1(x0 , … , xk1)))·

dyn…∫
R

q(H
-1
ks+1(yn-s+1 , …, yn-s+ks+1 , x0)·
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(yn-s-fk
s+1
(yn-s+1 , … , yn-s+k

s+1
, x0)))dyn-s >0

(8)

假设 (8)式不真 , 则由下确界的定义 , Fatou s-

引理和 Fubini定理可知存在序列 X
(m)

=(x
(m)
0 , … ,

x
(m)
r )∈ K, m=1, 2, … , 使得

∫
Rs+1

lim
m※∞q(H

-1
k
1
(x

(m)
0 , …, x

(m)
k
1
)·

(yn -fk1(x
(m)
0 , …, x

(m)
k1 )))…

q(H
-1
k
s+1
(yn-s+1 , … , yn-s+k

s+1
, x

(m)
0 )(yn-s-fk

s+1
·

(yn-s+1 , … , yn-s+ks+1 , x
(m)
0 )))· dyn…dyn-s≤

inf
x K∫Rq(H-1

k1 (x0 , … , xk1)·

(yn-fk1(x0 , … , xk1))dyn…

∫Rq(H-1
ks+1(yn-s+1 , … , yn-s+ks+1 , x0)(yn-s-fks+1·

(yn-s+1 , …, yn-s+ks+1 , x0)))· dyn-s≤ 0 (9)

另一方面 , 存在 {X
(mk)} {X

(m)
}, 使得

lim
m※∞

q(H
-1
k
1
(x

(m
k
)

k
1
, …, x

(m
k
)

k
1
)(yn -fk

1
·

(x
(m

k
)

0 , …, x
(m

k
)

k1 )))…

q(H
-1
k
s+1
(yn-s+1 , …, yn-s+k

s+1
, x

(mk)
0 )(yn-s-fk

s+1
·

(yn-s+1 , …, yn-s-ks+1 , x
(mk)
0 )))=

lim
m※ ∞q(H

-1
k1 (x

(m)
0 , … , x

(m)
k1 )·

(yn -fk
1
(x

(m)
0 , …, x

(m)
k
1
)))…

…q(H
-1
ks+1(yn-s+1 , … , yn-s-ks+1 , x

(m)
0 )(yn-s-fks+1·

(yn-s+1 , …, yn-s-ks+1 , x
(m)
0 )))

由 A3 可 知 , {(H
-1
k1 (x

(mk)
0 , …, x

(mk)
k1 )}, … ,

{(H
-1
k
s+1
(yn-s+1 , … , yn-s+k

s+1
, x

(m
k
)

0 )}以及{(fk
1
(x

(m
k
)

0 ,

… , x
(mk)
k1 )}, …, {(fks+1(yn-s+1 , … , yn-s+ks+1 , x

(mk)
0 )}

都是有界序列 , 因此 , 存在 {X
(mk)}的一个子序

列 ,为方便 ,仍记为{X
(m

k
)
},使得  υk

1
, hk

1
 R, l=1,

… , s+1, 且

lim
m※∞

H
-1
k1 (x

(mk)
0 , … , x

(mk)
k1 )=hk1

……

lim
m※∞

H
-1
ks+1(yn-s+1 , …, yn-s+ks+1 , x

(mk)
0 =hks+1

……

lim
m※∞

fks+1(yn-s+1 , …, yn-s+ks+1 , x
(mk)
0 =υks+1

于是由 q(·)的下半连续性 , 可知

lim
m※ ∞q(H

-1
k1(x

(m)
0 , …, x

(m)
k1 )(yn -fk1(x

(m)
0 ,

… , x
(m)
k1 )))…q(H

-1
ks+1(yn-s+1 , … , yn-s+ks+1 , x

(m)
0 )·

(yn-s-fk
s+1
(yn-s+1 , … , yn-s+k

s+1
, x

(m)
0 )≥

q(hk1(yn -υk1))…q(hks+1(yn-s-υks+1))>0

这与 (9)式矛盾 。故知 (7)式成立 。

2　主要结果

设 {Xn}为(1)式确定的序列。令  Xn =(Xn,

Xn-1 , … , Xn-r), n≥ 0为(3)式中的序列。

定理 1　在假定A1-A5下 ,存在唯一的概率分

布 F及正数 ρ<1,使得对  X0的任意可能的取值 x及

任何 ∧  Br+1 ,有

ρ
-n
‖P{ Xn ∧   X0 =x}-F(∧ )‖τ※ 0, n※∞

且 F有性质:若  X0 ～ F,则  Xn ～ F,  n≥1.其中 , ‖

· ‖τ表示全变差范数。

证明:只需要表明在 A1 ～ A5下 , {Y(n)}是几

何遍历的即可 。注意 ,在 m=1的情形下 , A4, A5中

的不等式分别为  fj(xj) ≤∑
r

l=0
αl xl +0( x

 ),  Hj(xj) ≤∑
r

l=0
bl xl +0( x )及∑

r

l=0
αl

+E ε1  ∑
r

l=0
bl <1.构作准则函数 如下: x=

(x0 , x1 , … , xr) R
r+1
.i J令

g((i, x))=1 + x0  +∑
r-1

l=0
el xl+1  

其中 , el, l=0, …, r-1均为正数 , 且满足

αl+blE ε1  +e0 <1;

αl+blE ε1  +el
el-1

<1 , l=1, 2, … , r-1;

αr+brE ε1  
er-1

<1.

于是

　E((Y(n+1)) Y(n)=(i, x))≤

∑
r

j=1
pij{1 + fj(x0 , … , xj) +

 Hj(x0 , …, xj) E ε1  +∑
r-1

l=0
el xl }≤

1 +(α0 +E ε1  b0 +e0) x0  +

∑
r-1

l=0

αl+E ε1  bl+el
el-1

el-1  xl +

αr+E ε1  br
er-1

er-1  xr +0( x )

取 q=mαx{α0 +E ε1  b0 +e0 ,

αl+E ε1  bl+el
el-1

, l=1, … , r-1,

αr+E ε1  br
er-1

},显然 0 <q<1,故存在 ρ∶q<ρ<

1.于是有

　E((Y(n+1)) Y(n)=(i, x))≤

ρ((i, x))-{(ρ-q)((i, x))-1+q+0( x )}

易知 ,  x ※ ∞时 , (ρ-q)((i, x))-1 +q+

0( x )※∞,从而  K>0 , C1 >0,使得  X >K

30
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时 , (ρ-q)((i, x))-1 +q+0( x )≥C1.令 C

={(i, x) i∈ J, x∈ R
r+1
,  x ≤K},由引理 4知 ,

C是{Y(n)}的小集 。此外 , (i, x) C  x >K,

以及  C2 >0, 使得 (i, x) C时 , 1 +q( x0  +

∑
r-1

l=0
el xl+1  )+0( x )≤C2 ,于是 ,

E((Y(n+1)) Y(n)=(i, x))

≤ρ((i, x))-C1 ,  (i, x) C,

E((Y(n+1)) Y(n)=(i, x))

≤C2 ,  (i, x)∈ C,

得证 {Y(n)}是几何遍历的 , 即定理 1为真 。
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Abstract:AtimeseriesmodelwitharandomdelayXn+1 =fzn+1(Xn, … , Xn-zn+1)+Hzn+1(Xn, …, Xn-zn+1)εn+1 is
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