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变系数复合系统边界反馈镇定:Riesz基方法
＊

宗西 举
(中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:考虑一个航天控制实验室模型振动的边界反馈镇定问题。证明了具有变量系数的复合系统在边界控制
作用下构成的闭环系统是一个 Riesz系统 , 即系统存在一列广义特征函数构成状态空间的 Riesz基。从而系统的

谱决定的增长条件 , 指数稳定性成立。并给出了特征值的渐近展开式。
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1　背景与引理

最近 , 对于工程柔性系统的控制的研究倍受关

注 。工程柔性系统多见于大型空间构造物和高速机

械手等方面 。大型空间构造物一个原型例子就是航

天器控制实验室模型 (SCOLE) [ 1-2] 。 SCOLE

模型是一个长弹性杆(M), 振动方程由偏微分方程

给出。弹性杆一端连接在航天器(S)上 , 另一端连

接天线反射镜(A), S, A这两个刚体都具有指定

的惯量性质由常微分方程控制 。实际工程上要求航

天飞船在控制弹性杆的结构振动和运动的同时 , 快

速定位旋转使天线反射精确指向既定目标 。文 [ 3]

用能量乘子法证明了高阶反馈:

u1 =k1yxxxt(1, t), u2 =-k2yxxt(1, t),

(k1 , k2 >0)

在光滑能量空间可使具有定常系数的 SCOLE模型:

ytt(x, t)+yxxxx(x, t)=0

y(0, t)=yx(0, t)=0

ytt(1, t)-yxxx(1, t)=u1

yxtt(1, t)+yxx(1, t)=u2
指数能稳。文 [ 4]运用 Riesz基方法研究了边界反

馈控制的具有定常系数的 SCOLE模型的能稳性 ,

文 [ 5]证明了在边界反馈控制 u2(t)=-kyxxt(1, t),

(k>0)下 , 具有变量系数的 SCOLE模型是一个

Riesz谱系统 , 并得到了其能控性问题结果 。受上

述这些工作的启发 , 本文研究在边界反馈控制

u1(t)=kyxxxt(1, t)具有变量系数的 SCOLE模型的

振动:

ρ(x)ytt(x, t)+(EI(x)yxx(x, t))xx =0

y(0 , t)=yx(0, t)=0 (1)

mytt(1, t)-(EI(x)yxx)x(1, t)=kyxxxt(1, t)

Jyxtt(1, t)+EI(1)Yxx(1, t)=0

这里 x表示杆上位置 , t表示时间。贯穿全文 , 用

yt(或 y
·
)表示 y对时间 t求导 , 用 yx(或 y )表示

y对空间 x求导 。EI(x)是杆的弹性系数 , ρ(x)表

示杆在 x点密度 , 实际物理上要求 ρ(x)>0 , m

是天线反射镜的质量 , J表示天线反射镜的运动惯

量。其它有关的物理描述可以参看方献 [ 6-9] 。

为了符合工程需要 , 不妨假设 ρ(x), EI(x)∈

C
4
[ 0, 1] ,而且 EI, ρ, m, J>0。取闭环系统(1)状态

空间为:

H=H
2
E(0, 1)×L

2
(0, 1)×C

2
(2)

其中 , H
2
E(0, 1)={f∈ H

2
(0, 1) f(0)=f′(0)=0}。

H的范数由以下给出: (f, g, ζ, η)∈ H, ‖(f, g, ζ,

η)‖
2
=∫

1

0
[ EI(x) f″(x) 

2
+ρ(x) g(x) 

2
] dx+

1
m
 ζ 

2
+1
J
 η 

2
,定义算子 A:D(A)( H)※H

如下:

A(f, g, ζ, η)=

(g, -
1

ρ(x)
(EI(x)f″(x))″, (EIf″)′(1),

-EI(1)F″(1)) (3)

D(A)=

(f, g, ζ, η)∈ (H
2
E ∩ H

4
)×H

2
E ×C

2
, ζ=

mg(1)-kf (1), η=Jg′(1)

令 Y(t)=(y(·, t), yt(·, t), myt(1, t)-kyxxx(1 , t),
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Jyxt(1, t)), 闭环系统(1)可以改写成发展方程形

式:

d
dt
Y(t)=AY(t) (4)

经过直接计算可以得到以下引理 1。

引理 1　A
-1
存在而且是 H上的紧算子 。因此 ,

A的谱集 σ(A)只包含孤立的点谱 。

证明　对任意的 f=(f1 , f2 , f3 , f4)∈ H, 求解方

程:

A

y

g

ζ

η

=

g

-ρ
-1
(x)(EI(x)y

″
)″

(EI(x)y″)′(1)

-EI(x)y″(1)

=

f1

f2

f3

f4

(5)

直接计算可得:

g=f1 , ζ=mf1(1)+
kf3

EI(1)+EI′(1)
, η=Jf1x(1),

y=-∫
x

0 ∫
s

0

1
EI(τ)∫

1

τ∫
1

v
ρ(θ)f2(θ)dθdvdτds+

f3x
3

6[ EI(1)+EI′(1)]
-

[ EI(1)(F4 +F3)+EI′(1)f4 ] x
2

2[ EI(1)+EI′(1)]
;

最后 , 由 Sobolev嵌入定理得 A
-1
的紧性。

2　谱的渐近分析

设 λ∈ σ(A), 对应的特征函数为 (λ
-1
 ,  ,

m (1)-kλ
-1
  (1), J ′(1)),其中  为以下方程

的一个非零解:

λ
2
ρ(x) (x)+(EI(x) ″(x))″=0

 (0)= ′(0)=0

mλ
2
 (1)-(EI ″)′(1)=λk  (1)

Jλ
2
 ′(1)+EI(1) ″(1)=0

(6)

同 [ 5]的作法可以将上方程写成一般形式

 
(4)
(x)+2EI′(x)

EI(x)
  (x)+EI″(x)

EI(x)
 ″(x)+

λ
2
ρ(x)
EI(x)

 (x)=0,

 (0)= ′(0)=0 , (7)

mλ
2
 (1)-(EI ″)′(1)=λk  (1),

Jλ
2
 ′(1)+EI(1) ″(1)=0

取变换  (x)=f(z), z=
1

h∫
x

0

[ ρ(z)
EI(x)

]
1
4 dz, h=

∫
1

0
[
ρ(z)
EI(z)

]
1
4 dz, 则 f(z)满足

f
(4)
(z)+a(z)f (z)+b(z)f″(z)+c(z)f′(z)+

λ
2
h
4
f(z)=0,

f(0)=f′(0)=0, (8)

mh
3
λ

2
f(1)+b1f (1)+b2f (1)+b3f′(1)=0,

Jhλ
2
f′(1)+EI(1)[

ρ(z)
EI(z)

]
1
4 f″(1)+b4f′(1) =0

其中 , bi(i=1, 2, 3, 4)是实数 ,且 b1 =-[ EI(1)+

λk] [
ρ(1)
EI(1)

]
3
4 ;以及

a(z)=
3h
2
[
ρ(1)
EI(1)

]
-5
4
d
dx
ρ(x)
EI(x)

+2h
EI′(x)
EI(x)

·

　　 　[
ρ(x)
EI(X)

]
-1
4 　 (9)

b(z)=b(h, ρ
(i)
(x), EI

(i)
(x)), i=0, 1, 2

c(z)=c(h, ρ
(i)
(x), EI

(i)
(x)), i=0, 1, 2, 3

令 f(z)=exp-
1

4∫
z

0
a(τ)dτg(z),则 g满足:

g
(4)
(z)+a1(z)g″(z)+a2(z)g′(z)+

a3(z)g(z)+λ
2
h
4
g(z)=0

g(0)=g′(0)=0　 (10)

mh
3
λ
2
g(1)+a11g (1)+a12g″(1)+

a12g′(1)+a13g(1)=0

Jhλ
2
g′(1)+EI(1)

[
ρ(1)
EI(1)

]
1
4 g″(1)+

a21g′(1)+a22g(1)

=0

其中 , aij(i=1, 2;j= 1, 2, 3)是实数 , 且 a1 =

-
3

2
a′(z)-

9

16
a
2
(z)-

1

2
a(z);a2=a2(a(z), b(z),

c(z), a
(i)
(z))(i= 0, 1, 2);a3 =a3(a(z), b(z),

c(z), a
(i)
(z))(i=0, 1, 2, 3)。

引理 2　若 k≥0, 闭环系统(1)是耗散的 , 则

系统的特征值不会落在右半平面 , 而且 yxxxt(1, t)

∈ L
2
(0, T)。

证明　闭环系统的能量为

E(t)= 1
2∫

1

0
[ EI(x)y

2
xxt(x, t)+ρ

-1
(x)(EI(x)·

yxx(x, t))
2
xx(x, t)] dx+

1
2m
(EI(x)yxx)

2
x(1, t)+

1

2J
EI(x)y

2
xx(1, t) (11)

直接计算得:
d
dt
E(t)=-

k
m
y
2
xxxt(1, t)≤ 0, 因此:

k
m∫

1

0
y
2
xxxt(1, τ)dτ=E(0)-E(t)≤E(0),

即

yxxxt(1, t)∈ L
2
(0, T) (12)

10
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引理 3
[ 7]
　由于特征值共轭出现 , 不妨设

π
2

≤argλ≤π,令 λn =
ρ
2
n

h
2 ,则

π
4
≤argρ≤

π
2
。则对于

充分大的 ρ∈ ρ∈ C 
π
4
≤argρ≤

π
2
, (10)式

第一个方程有 4个线性无关的解 gk(z)(k=1, 2, 3,

4)满足以下渐近展开:

gk(z)=exp(ρωkz)[ 1 +O(ρ
-1
)] ;

gk′(z)=(ρωk)exp(ρωkz)[ 1 +O(ρ
-1
)] ;

gk″(z)=(pωk)
2
exp(ρωkz)[ 1 +O(ρ

-1
)] ;

gk (z)=(ρωk)
3
exp(ρωkz)[ 1 +O(ρ

-1
)]

其中 , ω1=exp(iπ3 /4), ω2 =exp(iπ/4), ω3=-ω2 ,

ω4 =-ω'。

因此所有满足 (10)式的边界条件的 g(z)=

c1g1(z)+c2g2(z)+c3g3(z)+c4g4(z), (c1 , c2 , c3 , c4

不全为 0)就是方程(10)的解 。

可以得到以下关于 A
-1
的谱的渐近展开:

引理 4
[ 5]
　A

-1
的谱{λn, λ

-

n}有以下渐近展开:

对于足够大的整数 n

λn =
ρ
2
n

h
2 , ρn =

2

2
(n-

1

4
)π(1 +i)+O(

1

n
)

(13)

方程(10)的解有以下的渐近表达式:

gn(z)=sin(n+
π
2
)z-cos(n+π

2
)z+

exp[ -(n+1
2
)πz] -

(-1)
n
exp[ -n+1

2
)π(1 -z)] +O(1

n
)　(14)

ρ
-2
ngn″(1)=i{sin(n+

π
2
)z-cos(n+

π
2
)z+

exp[ -(n+
1

2
)πz] +

(-1)
n
exp[ -(n+

1

2
π(1 -z)] }+O(

1

n
)

(15)

ρ
-1
ngn′(1)=O(

1

n
) (16)

定理 1　λn=
ρ
2
n

h
2 ,对应的方程(6)的解  n有以

下的渐近表达式:

exp[
1

4∫
z

0
a(τ)dτ]  n(x)=sin(n+

π
2
)z-

cos(n+
π
2
)z+exp[ -(n+

1

2
)πz] -

(-1)
n
exp[-(n+

1

2
)π(1-z)] }+O(

1

n
)　(17)

exp[
1
4∫

z

0
a(τ)dτ] λ

-1
n  n(x)=i

ρ(x)
EI(x)

·

　　{sin(n+
π
2
)z-cos(n+

π
2
)z+exp[ -(n+

1

2
)πz]

+(-1)
n
exp[ -(n+

1
2
)π(1 -z)] }+O(

1
n
)

(18)

其中 , z和 a(z)如前(7)-(9)式所述 。而且特征函

数 Υn =(λ
-1
 ,  , m (1)-kλ

-1
  (1), J ′(1))是

可以近似正规化的 ,即存在常数 C1 , C2 >0,使得 C1
≤lim

n※∞
‖Υn‖ H≤C2 。

3　Riesz基性质

Bari定理　设 {φn}
∞
1 为 H的 Riesz基 ,如果存

在 N>0及 A的广义特征向量{ψn}
∞
N+1使得∑

∞

N+1
‖ ψn

-φn‖
2
<∞, 那么以下结论成立:

(1)存在常数 M >N及 A的广义特征向量列

{ψn0}
N
1使得{ψn0}

M
1 ∪ {ψn}

∞
M+1构成 H的 Riesz基 。

(2)设 {ψn0}
M
1∪{ψn}

∞
M+1对应于特征值{σn}

∞
1

=σ(A)而且 τ(A)以代数重数重复出现 。

(3)存在一个 M0 >0,使 σn≠σm对  m, n>

M0成立 ,即 σn为代数单的 。因而 A生成 H上一个 C0 -

群 T0(t)而且对 A生成 C0半群谱决定的增长条件成

立。即:ω0(A)=S(A), 其中 ω0 =inf
t≥0

ln‖T(t)‖
t

,

S(A)= sup
λ∈ σ(A)

Re(λ)。

为了利用 Bari定理 , 要构造一个离散的反自

伴算子 , 使得其特征方程的主项与 (16)式相同 ,

从而将此算子的特征函数作为应用定理的参考基。

考虑以下系统:

ρ(x)ytt(x, t)+(EI(x)yxx(x, t))xx =0

y(0, t)=yx(0, t)=0

mytt(1, t)-(EI(x)yxx)x(1, t)=0

Jyxtt(1, t)+EI(1)yxx(1, t)=0

(19)

此系统算子定义为 A0:D(A0)( H)※H。显然算

子 A0是算子 A在 k=0时的特殊情况。所以对于足

够大的 n算子 A0的特征值 λn0的几何单的从而代数

单的 , 对应的特征函数 Υn0 =(λ
-1
 n0 ,  n0 , m n0(1)

-kλ
-1
 n0 (1), J n0′(1))有如下的渐近展开:

exp[
1

4∫
z

0
a(τ)dτ]  n0(x)=sin(n+

π
2
)z-

cos(n+π
2
)z+exp[ -(n+1

2
)πz] -

(-1)
n
exp[-(n+

1

2
)π(1-z)] +O(

1

n
)　　(20)

11
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exp[
1
4∫

z

0
a(τ)dτ] λ

-1
n0 n0(x)=i

ρ(x)
EI(x)

·

　{sin(n+
π
2
)z-cos(n+

π
2
)z+exp[ -(n+

1
2
)πz] +

(-1)
n
exp[ -(n+

1

2
)π(1 -z)] }+O(

1

n
)

(21)

而且 A0是反自伴的离散算子 , 在 H上具有紧的逆

算子。由泛函分析的知识可知 , A0的所有特征函

数 Υn0构成 H的正交基 , 特别地 Υn0 ∪ {它们的共

轭}构成 H的正交的 Riesz基 , Υn0是可近似正规化

的 。从而存在一个 M>N使得

∑
∞

n>M
‖Υn0 -Υn‖

2
H =∑

∞

n>M
O(

1

n
2)<∞ (22)

于是利用 Bari定理得到以下定理 2。

定理 2　1)存在 A的广义特征函数构成 H的

Riesz基 。

2)式(13)为 A的所有特征值的渐近展开式。

3)所有充分大模的 A的特征值均为代数单

的 。所以 , 对所有实数 k>0算子 A生成 H上的 C0

群 。对算子 A生成 H上的 C0 -半群 e
At
, 谱决定的

增长条件成立:即对任意的 ε>0, 存在 Mε>0,

使得‖ e
At
‖ ≤Mεe

[ S(A)+M
ε
] t
。

4　稳定性和能控性

由前一部分的讨论知:谱决定的增长条件成

立 , 而且系统的特征值不会落在右半平面 , 所以系

统(1)指数稳定的充要条件是存在一个正数 ω>0,

使得对任意的特征值 λ∈ σ(A)都有
[ 3]
:Reλ<-

ω。因此得到:

定理 3　k>0闭环系统(1)是指数稳定的 。

证明　只需证明 Reλ<0就可 。在特征方程

(6)的第一个式两端同时乘以  
-

, 在 [ 0, 1] 上对

x积分 , 由边界条件得到:

λ
2∫

1

0
ρ(x)  (x) 

2
dx+mλ

2
  (1) 

2
-

λk  (1)  (1) 
-

(1)+Jλ
2
  ′(1) 

2
+

∫
1

0
EI(x)  ″(x) 

2
dx=0

又  的共轭函数  
-

同样满足特征方程 (6)的第一

式 , 用  去乘方程(6)的第一个式两端并在 [ 0, 1]

上对 x积分 , 由边界条件得到:

λ
2∫

1

0
ρ(x)  (x) 

2
dx+mλ

2
  (1) 

2
-

λk 
-

 (1) (1)+Jλ
2
  ′(1) 

2
+

∫
1

0
EI(x)  ″(x) 

2
dx=0

则  
-

 (1) (1)=  (1) 
-

(1),即   (1) 
-

(1)为实

数。假设 Reλ=0, λ=iω, ω≠ 0是实数 , 则:

-ω
2∫

1

0
ρ(x)  (x) 

2
dx-mω

2
  (1) 

2
-

iωk  (1) 
-

(1)-Jω
2
  ′(1) 

2
+

∫
1

0
EI(x)  ″(x) 

2
dx=0

比较上式的实部和虚部可以得到:

-ω
2∫

1

0
ρ(x)  (x) 

2
dx-mω

2
  (1) 

2
-

Jω
2
  ′(1) 

2
+∫

1

0
EI(x)  ″(x) 

2
dx=0

即:-ω
2∫

1

0
ρ(x)  (x) 

2
dx-mω

2
  (1) 

2
-

iωk  (1) 
-

(1)-Jω
2
  ′(1) 

2
+

∫
1

0
EI(x)  ″(x) 

2
dx=0。

则 ω=0。这与 ω≠0矛盾 。所以 Reλ<0。

现在考虑系统的能控性 。为此目的 , 令 Y(t)

=(y(·, t), yt(·, t), myt(1, t), Jyxt(1, t)), 系统

可以改写成:

d
dt
Y(t)=A0Y(t)+bu(t),

b=(0, 0, 1 , 0)∈ H, Y(0)=Y0 (23)

根据文献 [ 10]的定理 4.2.3知 , 对于任意的 T

>0, 系统(23)在 H中是近似能控的 , 而总不是精

确能控的 。也就是说 , 因为控制算子 B0u=bu是从

控制函数空间 C到 H的紧算子 , 因而系统(23)在

H中总不是精确能控的 。

由于 A0的特征值是代数单的 , 且对应的特征

函数 Υn0 =(λ
-1
 n0 ,  n0 , m n0(1), J n0′(1))满足

〈b, Υn0〉H×H =m n0(1)≠ 0。因而系统(23)在 H

中是近似能控的。
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Abstract:Amodelofthespacecraftcontrollaboratoryexperiment(SCOLE)withvariablecoefficientsisconsid-

ered.Itisshownthattheclosed-loopsystemundershearforceboundarycontroloftheformu(t)=kyxxxt(1, t)has

asequenceofgeneralizedeigen-functions, whichformaRieszbasisforthestateHilbertspace.Therefore, the

spectrum-determinedgrowthconditionholds.Theexponentialstabilityandanasymptoticexpansionofspectrumare

obtained.
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