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2+1维 SU(3)格点纯规范场真空波函数的收敛性
*

惠　萍
(广东教育学院物理系 , 广东 广州 510303 )

摘　要:分别采用相连重叠图 、 相连空心图方法展开波函数 , 研究 2 +1维 SU (3) 格点规范场真空波函数的

收敛性. 采用无规相近似方法 , 引入小 W ilson圈图的平均值 , 应用 Feynm an定理获得封闭方程组。计算结果表

明:用相连空心图方法所得到 2+1维 SU (3)格点规范场的真空波函数 μ
0
和 μ

2
的标度行为和收敛性更好。
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　　自格点规范理论成为人们研究规范场非微扰效

应的一种重要方法以来 , 人们对真空态的研究已经

作 了 大 量 十 分 有 意 义 的 工 作 。 1980 年

J.P.GREENSITE
[ 1]
导出格点规范理论真空态的薛

定谔本征值方程 , 人们试图直接从此方程求解真空

态 , 从而引入了各种近似方法 , 文献 [ 2] 在

GREENS ITE工作的基础上发展了一种按连续极限

截断本征值方程的方法研究格点规范场 , 应用这种

方法得到了一些很有意义的成果
[ 2 - 5]

。但高阶计算

困难很大 , 更难推广到 2 +1维 SU (3)格点规范

场的高阶计算中 。文献 [ 6]在连续极限截断的本征

值方程方法的基础上发展了无规相近似 (RPA)

方法 , 研究格点规范场 2 +1维 SU (2)真空波函

数和 2 +1维 SU (3)胶球质量 , 将 2+1维 SU

(2)真空波函数的计算推广到七阶
[ 7 ]
。由于W il-

son圈图越复杂计算就越烦琐 , 用这种方法对 2+1

维 SU (2)格点规范场研究的较多 , 而对 2+1维

SU (3)格点规范场研究的较少。本文采用 PRA

方法 , 选相连空心图和相连重叠图的线性组合作为

波函数 , 讨论 2+1维 SU (3)格点规范场真空波

函数的收敛性。

1　连续极限截断的本征值方程的方法

真空态的长波行为由下面的波函数表示
[ 1]

ψ(A) =exp[ - μ∫d2
x tr(F ij)

2
] (1)

其中 A表示连续时空中的规范势 , F ij表示相应的

规范场 。在格点上 , 真空波函数应表示为
[ 1]

ψ(U) =exp[ μ∑ tr(Up +Up)] (2)

上式在连续极限下可以展开为

ψ0(U) =exp{- μ0∫d2 x trF 2
(x) -

μ2∫dx2 tr[DF(x)]
2
+高阶项} (3)

其中 μ0和 μ2就是本文要计算的物理量。设 a为格

距 , g为无量纲的耦合常数 , e为不变荷 , 则 g和 e

的关系为 g
2
=e

2
a。 2+1维格点规范理论是超可重

整化的 , 在 1 /g
2
→∞的弱耦合区 , 有标度行为

μ0 e
2
→ const, μ2e

6
→ const (4)

在截断的本征值方法中 , 真空波函数可以表示为

|ψ0〉 =exp[R(U)] |0〉 , R(U)是 W ilson圈图 ,

态 |0〉 的定义为 E
α
l |0〉 =0 , E

α
l 是 l链上的 “色

电” 场强 。K egu t-Susskind哈密顿量为

　 H =
g

2

2α∑lα E
α
l E
α
l -

1

ag
2∑

P

tr(Up +U
+
P - 2)　(5)

由本征值方程H |ψ0 〉 =ε0|ψ0〉可以得到真空波函

数满足的薛定谔本征值方程是

　∑
lα
{E

α
l , [E

α
l , R(U)] ] +[E

α
l , R(U )] 

　[E
α
l , R(U)] }-

2

g
4 ∑

P

tr(Up +U
+
p ) =

2α
g
ε0　(6)

真空能量 w0 =
2α
g
ε0 , (6)式的 W ilson圈图按各

阶展开为 R(U) =∑
i

R i(U), R i(U)是由图 1中的

相连图的线性组合构成 。图 2是本文后面叙述中所

涉及到的图形 。在文中出现的图 1和图 2中所有图

形 , 都将由其前面的代码代替。由于真空态应具有

对称性 , 每一阶 R i(U)都是由相应的对称图形构

成的 , 例如 R 1 =c1 [G1, 1 +G
+
1, 1 ] =c1G1, 1 +h.c.
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图 1　一至三阶独立相连图

F ig. 1　F rom first to third order graphs

图 2　本文叙述中所涉及到的图形

F ig2　The graphs used in th is paper

计算过程中出现的 n +n′阶图 Rn +n′是由方程 (6)

中的 [E l , Rn ] [E l , Rn′] 项产生. 方程 (6)截

断到 N阶时变为

∑
N

n =1
∑
lα
[E
α
l , [E

α
l ,Rn ] ] +∑

n+n′≤N
∑
lα
[E
α
l ,Rn ] [E

α
l ,Rn′] -

2

g
4∑

P

tr(UP +U
+
P ) = const (7)

2　SU (3)群的幺模条件

在方程 (7)式的计算过程中会产生一些相关

的图形 , 必须用幺模条件将不独立图用独立图代

换 , SU (3)群幺模条件为

U ijUk lUmnεjln =εikm (8)

其中 U为任意群元. 在三阶计算中 , 由幺模条件

(8)可以得到下列变换:

(trU)
2
=trU

2
+2U

+
(9)

trUVtrV =trU
2
V - trU

+
V +trU

+
trU (10)

由于W ilson圈图变化多样 , 获得封闭方程组仅仅

利用幺模条件是不够的 , 对计算过程中出现的不相

连多图组态 , 按照 RPA方法 , 将其中较小的图取

平均值 , 保留较大的图 , 这种近似不影响胶球质量

的计算
[ 6]
。

3　无规相近似计算

下面分别采用相连重叠图和相连空心图展开波

函数 , 计算 2+1维 SU (3)格点规范场真空波函

数 μ0和 μ2 , 并讨论其收敛行为 。

3.1　相连重叠图方案

设波函数由相连重叠图线性组合而成

R1 =c1G1, 1 +h.c (11)

R 2 =b1G2, 1 +b2G2, 2 +b3G2, 3 +h.c (12)

R 3 =d1G3, 1 +d2G3, 2 +d3G3, 3 +d4G3, 4 +d5G3, 5 +

d6G3, 6 +d7G3, 7 +d8G3, 8 +d9G3, 9 +h.c (13)

将(11) -(13)代入(7)式计算过程如下 (以二阶图

计算为例 ):

[E , G1, 1 ] [E , G1, 1 ] =
1

2
[ - 4G2, 1 +4G2, 3 ]

(14)

[E , G1, 1 ] [E , G
+
1, 1 ] =

1

2
[ 2G2, 2 +h.c] - 12

(15)

由 (14)和 (15)式得

[E , G1, 1 +h.c] [E , G1, 1 +h.c] =

1
2
[ - 4G2, 1 +4G2, 2 +4G2, 3 ] +h.c - 12　　(16)

用同样方法可以进行三阶图的计算。为了保证方程

组的封闭性 , 对于不相连图的重叠非线性组态 , 利

用幺模条件将其换成相连图 。对于不相连非重叠图

的非线性组态 , 用 RPA方法进行近似处理 , 例如:

G2, c≈G1, 1 <G1, 1 >, G2, d≈G11 <G
+
1, 1 >, <G

+
1, 1 >≈

<G1, 1 >。设哈密顿量 H′=H +c
′
1 [G1, 1 +h.c] , c

′
1

为变分参数 , 由 Feynman定理
[ 8]
得

〈G1, 1 〉 =
 w0

 c
′
1

|c′=0 =- 12c0
 c1
 c
′
1

|c′=0

w
′
0 =w 0 =- 12c

2

1 (17)

这样可得到 14条方程组成封闭的代数方程组

(略 ), 解方程组得到 μ0和 μ2的结果如图 3 (圆

圈)所示:

图 3　圆圈对应相连重叠图方案 , 菱形对应

相连空心图方案

F ig. 3　The circ le s corre spond to the resu ts by m ethods

of connected g raphs, and the diam onds correspond to

resuts by m e thods o f ho llow g raphs

从图 3看到 , μ0随着 1 /g
2
的增加而单调上升 ,

表现出发散行为 , 说明用这种方法在弱偶合区获得

(4)式所期望的标度行为是困难的 。

3.2　相连空心图方案

在 2+1维 SU (2)真空波函数的计算中发现
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采用空心图可以改善真空波函数的标度行为 , 将这

种方法推广到 2+1维 SU (3)真空波函数的计算

中 , 设波函数的线性组合全部是相连空心图:

R 1 =c1G1, 1 +h.c (18)

R 2 =b1G2, 1 +b2G2, 2 +h.c (19)

R3 =d1G3, 1 +d2G3, 2 +d3G3, 3 +d4G3, 4 +

d5G3, 5 +d6G3, 6 +h.c (20)

对于计算中遇到的相连重叠图如 G2, 3G3, 7 -G3, 9 , 首

先用幺模条件将其换成非相连重叠图 G2, a -G2, d ,

G3, a -G3, c , 然后用 RPA方法将三阶非相连重叠图

做近似处理:G3, α≈G2, 1 <G1, 1 >, G3, b≈G2, 2 <G1, 1

>, G3, c≈G2, 3 <G1, 1 >。在方程 (7)的计算过程

中 , 要注意考虑空心图的变位的方式 , 例如:G2, 1

→ [ G2, 1 +G2, 1r ] /2, G2, 2 → [ G2, 2 +G2, 2r ] /2,

G3, 2→ [ G3, 2 +G3, 2r1 +G3, 2r2 +G3, 2r3 ] /4, G3, 3→

[G3, 3 +G3, 3r1 +G3, 3r2 +G3, 3r3 ] /4。余此类推。再利

用 Feynman定理可获得的 10条独立方程 , 解得三

阶真空波函数的如图 3 (菱形)所示 , μ0和 μ2在

弱耦合区出现了较好的标度行为 , 在 1 /g
2
>1.2弱

耦合区时 , 基本趋于常数 (μ0 =0.80+0.01)。

4　讨　论

计算结果表明:两种方案中 , 采用相连空心图

方案使 2+1维 SU (3) LGT的真空波函数有更好

的标度行为 , 在弱耦合区趋于常数。此方法可以推

广到 3+1维 SU (3) LGT的计算中去。无论是选

相连空心图 , 还是选相连重叠图的线性组合作为波

函数都是合理的方案 , 上述每一个方案内的图都是

相互独立的 。在截断到三阶的计算过程中 , 所有的

独立图都被考虑在计算中 。计算结果对图的选择的

依赖性较强 , 这是由于本文用截断本征值方程的方

法只计算到较低的阶数 (三阶), 但随着截断阶数

的提高 , 波函数展开的完备性也提高 , 这种依赖性

应该变小 。这种判断是否正确有待于进一步研究 ,

在这里展示给同行们讨论。本文认为选相连空心图

的方案更好。
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Convergent Behaviors of Vacuum W ave Function in 2+1 -D SU(3)LGT

HUI P ing

(Department o f Physics, G uangdong Education Institute, Guangzhou 510303, China)

Abstract:The me thods of connected overlappedW ilson g raphs and connected hollow W ilson graphs are adopted

respective ly to investiga te conve rgen t behav iors of vacuum wave function in 2+1 -D SU (3) lattice gauge theory.

The ave rage o f sma llW ilson graphs is in troduce in the random phase approxim ation (RPA)method , and Feymann

theo rem is u tilized to obtain closed equa tion group. The resu lts show that the me thod of connected ho llow W ilson

graphs is the be tte r one to obtain good sca ling behav ior and good conve rgen t behavio r o f vacuum wave functionμ0

and μ2 in 2+1 -D SU (3) la ttice gauge theory.

Key words: lattice gauge theory;random phase approx ima tionme thod;vacuum wave function
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