
　
第 45卷　第 5期

2006年　9月

中山大学学报 (自然科学版)
ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM　UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

Vol.45　No.5
Sep.　2006

　

时变切换系统的能控与能观
＊
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摘　要:区别于已有 Lie代数方法 , Lyapunov方法 , 微分几何方法及不变空间方法 , 关于定常系统的研究 , 提
出了一种新的方法。从另外一个角度研究形如 x﹒ =Ar(t)(t)x(t)+Br(t)(t)u(t), t∈ [ t0 , T] 的时变切换系统 , 通过

先构造基于给定的切换序列的一列能控矩阵及其秩条件来研究原切换系统 , 给出了能控以及能观的一些充分性

与必要性条件。
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1　研究背景

由于切换控制系统大量存在于工程技术和社会

领域中 , 所以有关这类系统的分析与控制问题已引

起广泛关注
[ 1]
。而且在诸如切换系统的能达 、 能

稳 、控制器及最优控制等许多问题上
[ 2]
, 都已取

得重要进展 。近年来在切换系统能稳 、能控性问题

的研究方面涌现出一批优秀的研究成果
[ 3]
, 例如

能观性的判定条件。已有文献严格定义了一般线性

切换系统的能控性并利用能达集概念给出能控性和

能达性的充要条件 。关于离散线性切换系统的能

控 、能达问题的研究
[ 4]
, 近年来也有一些结果

[ 5]
。

本文研究在给定的切换下 , STVS(时变切换

系统)系统的能控能稳性问题
[ 6-8]

, 区别于以往的

方法 , 本文提出了能控矩阵的方法。

1.1　定义与引理

本文考虑由下式给出的时变切换系统

x﹒ =Ar(t)(t)x(t)+Br(t)(t)u(t), 　t∈ [ t0 , T]

y(t)=Cr(t)(t)x(t)+Dr(t)(t)u(t)　　　(1)

x(t0)=x0

其中 , x(t)∈ R
n
是状态变量 , Ar(t)(t)和 Br(t)(t)是

n×n矩阵 , u(t)∈ R
n
是系统输入 , r(t):R

+
※{1,

2, …N}是要被设计的切换序列 , 若 r(t)=i, 表

明要选择子系统 (Ai, Bi)i=1, 2 , …, N。对系统

(1), 一个切换序列就是表明整个系统怎样由各个

子系统合成的。

1.2　预备知识

定义 1　(切换序列)对于切换系统 (1)来

讲 , 切换序列是一对有限集

v={(i1 , h1), (i2 , h2)…((iM, hM))}

其中 , M∈ N是切换序列 v的长度 , ij∈ {1,

2…N}j=1, 2, …M是第 j(j=1, 2, …M)个实现的子系统

的序号 , hj(0 <hj<T-t0)是第 j(j=1, 2, …M)个

子系统所实现的时间。为表示方便 , 记 tj =t0 +

∑
j

i=1
hi, j=1, 2, …M。

定义 2　(状态能控)
[ 2]
一个非零状态 x0 ∈ R

n

是能控的 , 如果可以找到一个序列 v={(ij,

hj)}j=1, 2, …M和一个分段连续的输入 u(t)(t∈ [ t0 ,

T] ), 使得 x(t0)=x0 , x(T)=0 , 其中 T-t0 =

∑
M

i=1
hi。

定义 3　(系统能控)
[ 4-5]
系统(1)被称为系统

能控 , 如果对任何非零状态 x0∈ R
n
都是能控的。

引理 1　对任一给定的切换序列 v={(ij,

hj)}j=1, 2, … , M , 系统 (1)在 t∈ [ tn-1 , tn] (n=1,

…M)上的一般解为

x(t)=Υin(t, tn-1)Υin-1(tn-1 , tn-2)…Υi1(t1 , t0)x0

+Υin(t, tn-1)Υin-1(tn-1 , tn-2)…Υi2(t2 , t1)·

∫
t
1

t0
Υi1(t1 , s)Bi1(s)ui1(s)ds+

Υin(t, tn-1)Υin-1(tn-1 , tn-2)…Υi3(t3 , t2)·

∫
t2

t
1

Υi2(t2 , s)Bi2(s)ui2(s)ds+… +

Υin(t, tn-1)∫
tn-1

tn-2
Υin-1(tn-1 , s)Bin-1(s)uin-1(s)ds+
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∫
t

t
n-1
Υin(t, s)Bin(s)uin(s)ds (3)

其中 , Υi
j
(t, s)(j=1, 2…M)是系统 x﹒ =Ai

j
x(t)+

Biju(t)的系统转移矩阵 , u(t) [ tj-1, tj] =uij(t)。

证明　给定的切换序列 v={(ij, hj)}j=1, 2, …M ,

在 [ t0 , t1 ] 上系统 (1)为 x﹒ =Ai1x(t)+Bi1u(t),

可以得到它的解为

x(t)=Υi1(t, t0)x0 +

∫
t

t0
Υi1(t, s)Bi1(s)ui1(s)ds, t∈ [ t0 , t1 ]

代入 t=t1得到

x(t1)=Υi1(t1 , t0)x0 +

∫
t1

t
0

Υi1(t1 , s)Bi1(s)ui1(s)ds

同理 , 对任意的 t∈ [ t1 , t2 ] 有

x(t)=Υi2(t, t1)x1 +

∫
t

t
1

Υi2(t, s)Bi2(s)ui2(s)ds, t∈ [ t1 , t2 ]

一直重复这个过程 , 就可推导出(3)式。

推论 1　如果引理 1中系数矩阵和 Ai
j
(t)和

Bij(t)为常矩阵 , 则

x(t)=∏
1

j=M
exp(Aim , hm)x0 +∑

M

j=1
(∏

1

j=M
exp(Aim , hm)·

∫
tm

t
m-1

exp(Aij)(tj-s)Bijuij(s)ds))

证明　略。

2　能控性

现在考虑系统(1)在给定切换序下的能控性 ,

为方便 , 不妨定义下列 M个 n×n矩阵

Wj-1 =W(tj-1 , tj)=

∫
tj

t
j-1

Υij(tj, s)Bij(s)B
T
ij(s)Υ

T
ij(tj, s)ds, j=1…M-1

WM-1 =W(tM-1 , tf)=

∫
tf

tM-1

Υi
M
(tf, s)Bi

M
(s)B

T
i
M
(s)Υ

T
i
M
(tf, s)ds

其中 , Υij(t, s)(j= 1, 2…M)是系统 x﹒Aijx(t)+

Biju(t)的系统转移矩阵。

定理 1　若切换系统在切换列 v={(ij,

hj)}j=1, 2, …M下存在至少一个矩阵 Wl(l∈ {0 , 1, … ,

M-1})使得 rank(Wl)=n, 且系数矩阵 Bij(t)及

其基解矩阵 Υij(t, s)(ij=1, 2…M)满足交换条件 ,

则切换系统在 [ t0 , tf] 上能控 , 其中 tf>tl。

证明　由假设知道存在 l∈ {0, 1, … , N}, 使

得 rank(Wl)=n, 对于所定的切换列 v={(ij,

hj)}j=1, 2, …M下 , 令

Wj-1 =W(tj-1 , tj)=

∫
tj

tj-1
Υij(tj, s)Bij(s)B

T
ij(s)Υ

T
ij(tj, s)ds, j=1…M-1

WM-1 =W(tM-1 , tf)=

∫
tf

tM-1

Υi
M
(tf, s)Bi

M
(s)B

T
i
M
(s)Υ

T
i
M
(tf, s)ds

其中 , tf∈ [ tM-1 , tM ] 。那么选择分段连续函数

u(t)(t∈ [ t0 , tM] )作为系统输入 , 我们不妨取

u(t)=

UlB
T
il-1(t)Υ

T
il-1(tl-1 , t)W

-1
(tl-1 , tl)x0 ,

　　　　　　t∈ [ tl-1 , tl]

　　　0 t∈ [ t0 , tf] -[ tl-1 , tl]

其 中 , Ul =- Υil(tl, tl-1)Υil-1(tl-1 , tl-2)…Υil(t1 ,

t0)。将 u(t)代入(3)式得到

x(tf)=Υi
M
(tf, tM-1)Υi

M
-1(tM-1 , tM-2)…Υi

1
(t1 ,

t0)x0 + ΥiM(tf, tM-1)ΥiM-1(tM-1 , tM-2)…Υil+1(tl+1 ,

tl)∫
tl

tl-1

Υi
l
(tl, s)Bi

l
(s)( - Υi

l
(tl, tl-1)…Υi

1
(t1 ,

t0))B
T
il-1(s)Υ

T
il-1(tl-1 , s)W

-1
(tl-1 , tl)x0ds=0

这意味着系统能控 。

例:考虑下列的切换系统

x﹒ =Ar(t)(t)x(t)+Br(t)(t)u(t), (t∈ [ 1, 10] )

假如取切换 v={(1, 1), (2, 9)}, 即:

x﹒ =A1(t)x(t)+B1(t)u(t)　　(t∈ [ 1, 2] )

x﹒ =A2(t)x(t)+B2(t)u(t)　　(t∈ [ 2, 10] )

容易验证系数矩阵 Bi(t)及其基解矩阵 Υi(t, s)(i

=1, 2)满足交换条件 , 且 W0 =
1　 11

6

11
6
　

71
20

, rankW0

=2, W0 可逆 , 根据定理 1, 存在 u(t), 使得

x(10)=0 , 因此 , 系统能控 。

定理 2　若系统 (1)在 [ t0 , tf] 上能控 , 则

rank(W0 , W1…WM-1)=n。其中 , Wi(i=0 , …M-

1)的定义如上。

证明　反证法 。

设系统(1)在 [ t0 , tf] 上能控 , 却有 rank(W0 ,

W1…WM-1)<n, 则存在一个非零向量 xα, 使得

x
T
αrank(W0 , W1…WM-1)xα =0

则有 x
T
αWjxα =0　(j=0 , 1, … , M-1)

0 =x
T
αWjxα =

∫
t
j

tj-1
x
T
αΥij(tj, s)Bij(s)B

T
ij(s)Υ

T
ij(tj, s)xαds

由于上式最右端是非负连续函数 , 则 x
T
αΥi

j
(tj,

s)Bij(s)=0。

由于切换系统在 [ T0 , Tf] 上能控 , 选择 x0 =xα

可以找到一个分段连续输入 u(t), 代入(3)式 , 使

得 x(tf)=0。令

14
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Υ=Υi
j
(tf, tj-1)Υi

j-1
(tj-1 , tj-2)…Υi

1
(t1 , t0)xα

两边同时左乘以 Υ
-1
, 整理后得到

-x
T
αxα =Υ

-1
i1 (t1 , t0)·

∫
t
1

t0
x
T
αΥi1(t1 , s)Bi1(s)ui1(s)ds=0

 xα 
2
≤‖Υ

-1
i1 (t1 , t0)‖ ·

‖ x
T
αΥi1(t1 , s)Bi1(s)‖‖ ui1(s)‖(t1 -t0)

则 xα=0与 xα≠0矛盾 , 故假设不成立 , 因此定理

成立。

3　能观性

类似与时变连续系统的能观性 , 切换系统的能

观性定义如下:

定义 4　状态能观切换系统被称为在 [ t0 , tf]上

状态能观 , 如果给定的切换序列 v={(ij, tj-

tj-1)}j=1, 2, …M下 , 状态初值 x(t0)=x0可由相应的状

态输入 u(t)和状态输出 y(t)确定(t∈ [ t0 , tf] )。

下面给出系统的能观性定理。

定理 4　切换系统(1)在 [ t0 , tf] 上状态能观

 S=∑
M

j=1
Sj是可逆的 。

其 中 , Sj(t) = ∫
tj

tj-1

Υ
T
i
1
(t1 , t0)…Υ

T
i
j
(t, tn-1)

C
T
ijCijΥij(t, tn-1)…Υi1(t1 , t0)ds(j=1…M-1);

SM(t)=∫
tf

tM-1

Υ
T
i
1
(t1 , t0)…Υ

T
i
M
(tf, tM-1)C

T
i
j
Ci
j
Υi
M
(tf,

tM-1)…Υi1(t1 , t0)ds。

证明　由定理 1知道系统的输出可以表示为:

y(t)=

Ci1(t)Υi1(t, t0)x0 +Ci1(t)·

∫
t

t
0

Υi1(t, s)Bi1(s)ui1(s)ds+

Di
1
(t)ui

1
(t), (t∈ [ t0 , t1 ] )

Cil(t)Υil(t, tl-1)…Υi1(t1 , t0)x0 +… +

Cil(t)Υil(t, tl-1)∫
tl-1

t
l-2

Υil(t, s)Bil(s)uil(s)ds+

Ci
l
(t)∫

t

tl-1
Υi
l
(t, s)Bi

l
(s)ui

l
(s)ds+Di

l
(t)ui

l
(t),

(t∈ [ tl-1 , tl] )

将 y(t)改写成

 y(t)=

Ci
1
(t)Υi

1
(t, t0)x0 , (t∈ [ t0 , t1 ] )

Ci
l
(t)Υi

l
(t, tl-1)…Υi

1
(t1 , t0)x0 ,

(t∈ [ tl-1 , tl] )

其中 ,

 y(t)=

y(t)-Ci1(t)∫
t

t
0

Υi1(t, s)Bi1(s)ui1(s)ds-

Di1(t)ui1(t), (t∈ [ t0 , t1 ] )

y(t)-Cil(t)Υil(t, tl-1)…Υi2(t2 , t1)·

∫
t

t0
Υi1(t, s)Bi1(s)ui1(s)ds-… -

Cil(t)∫
t

tl-1
Υil(t, s)Bil(s)uil(s)ds-

Di
l
(t)ui

l
(t), (t∈ [ tl-1 , tl] )

从能观性的定义可以知道系统(1)的能观性等

价于从 y(t)估计出 x0 , 由于 y(t)和 u(t)都是任

意的 , 这就等价于当 u(t)=0时估计 y(t)= y(t),

则

∫
t
f

t0
y
T
(s)y(s)ds=x

T
0Sx0

因为左端只依赖于 y(t), 而右端只与 x0 相

关 , 由于 S可逆 , 所以得到结论:x0可由 y(t)决

定 , 即系统能观。

充分性:假设系统能观 , 但是 S不可逆 , 则存

在一个非零向量 xα使得 x
T
αSxα=0。

由于 S1 , …Sl都是半正定的 , 可以得到 x
T
αSixα

=0, (i=1…M)。

可以选择 x0 =xα, 如上有 ∫
tf

t0

y
T
(s)y(s)ds=

x
T
0Sx0故∫

tf

t0
‖ y(s)‖

2
ds=0,因此 y(tf)=0。

由定义得系统不可观 , 矛盾 , 故 S可逆。

4　结　论

本文就时变切换系统进行了研究 , 区别于已有

的方法 , 提出了能控矩阵方法 , 得到关于时变切换

系统在给定切换条件下的能控能观条件 。
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