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图 K1∨Cn的非连通并图的优美性
＊

魏丽侠 , 张昆龙
(华北科技学院 基础部 , 河北 三河 101601)

摘　要:将 k-优美图的概念进行了推广 , 给出了简单无向图 G在集合 {0, 1, … , p}上的 {k n1 , n2 n3 , … ,
n
t-1
 n

t
}-标号及 {k n

1
, n

2
 n

3
, … , n

t-1
 n

t
}-优美图的概念 , 并在此定义的基础上 , 得出了非连通图 G1∪ G2

是 k-优美图的一个充分条件;同时证明了在一定条件下一些图是优美图的结论。
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　　以下所讨论的图 G(V, E)均为简单无向图 , 设

V=V(G)为图 G的顶点集 , E=E(G)为图 G的边集 ,

 A 为集合 A的阶数 , [ x]为不超过实数 x的最大

整数 , K1是 1个顶点的平凡图 , Cn是长为 n的圈 。

图 G1与 G2的并图 G1 ∪ G2是指其顶点集为 V(G1)

∪ V(G2), 边集为 E(G1)∪ E(G2)的图 。图 K1与

Cn的联图 K1 ∨ Cn是指其顶点集为 V(K1)∪V(Cn),

边集为 E(Cn)∪[ V(K1), V(Cn)]的图。设 Wn为 K1

∨ Cn, 则 Wn是优美图
[ 1-9]

。

1　{k n1 , n2  n3 , … , nt-1  nt}-优

美图

　　定义 1　设图 G=(V, E), k为任意正整数 , 若

存在一个单射 f:V※{0, 1, …,  E +k-1}, 使得

对所有的边 uv∈E, 由 f′(uv)= f(u)-f(v) 导出

一个双射 f′:E※{k, k+1, … ,  E +k-1}, 则称

G是 k-优美图 , f是 G的一个 k-优美标号 。 1-

优美图也称优美图 , 其标号也称优美标号 。

设 m, n为任意正整数 , 且 m n, 记数列:

m, m+1, … , n为 m n;当 m=n时 , 记 m m为

m。设 t是任意正奇数 , 如果正整数 k, ni(i=1, 2,

… , t)满足:k n1 <n2 n3 <n4 n5 <… <nt-1

 nt, 则集合 {k, k+1, … , n1 , n2 , n2 +1 , …, n3 , … ,

nt-1 , nt-1 +1, …, nt}记为{k n1 , n2  n3 , …, nt-1  nt}。

定义 1可推广为:

定义 2　设图 G=(V, E), p为任意正整数 ,

如果存在一个单射 f:V※ {0, 1, … , p}, 使 p=

max{f(v) v∈ V}, 且对所有的边 uv∈ E, 由

f′(uv)= f(u)-f(v) 导出一个双射 f′:E※

{k n1 , n2  n3 , … , nt-1  nt}, 则称 f是图 G在集合

{0, 1, …, p}上的一个 {k n1 , n2  n3 , …, nt-1  nt}-

标号 。如果 p=nt, 则称 G是 {k n1 , n2 -n3 , …,

nt-1  nt}-优美图 , f是 G的一个 {k n1 , n2  n3 ,

…, nt-1 nt}-优美标号。由定义 2知 , 图 G的

{k ( E +k-1)}-优美图是 k-优美图 , {1 

 E }-优美图是优美图。

设 a, b分别是序列 x1 , x2 , …, xn偶数项和

奇数项的最大脚标 , s=[
n
2
] , 则:n为偶数时 ,

s=
n
2
, a=n=2s, b=n-1 =2n-2s-1;n为奇数

时 , s=
n-1
2
, a=n-1=2s, n=2s+1, b=n=2n

-2s-1。即当 n 2时 , a=2s, b=2n-2s-1。

定理 1　设 n, r是任意正整数 , n 3, 则:

(1)若 n为奇数 , 且 r n, 则 Wn是 {s (n-

1), r (n+r+s-1)}-优美图;

(2)若 n为偶数 , 且 r n-1, 则 Wn是 {1, s

 (n-1), (r+1) (n+r+s-1)} -优美图 。

证明 　设 V(Wn)={w0 , wi i=1, 2, …,

n}, p1=n+r+s-1, 定义 Wn的顶点标号 f为:

f(w0)=0, f(w1)=p1 -s,

f(wi)=
p1 -

i
2
+1,当 i=2, 4, …, a时 ,

s+
1

2
(i-1),当 i=3, 5, …, b时.

(1)

其中 , f(w2)=p1=n+r+s-1, f(wa)=p1 -s+1,

f(wb)=s+
1

2
(2n-2s-2)=n-1 。
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(i)因 f(w0)<f(w3)<f(w5)<… <f(wb)<

f(w1)<f(wa)<f(wa-2)<… <f(w2), 其对应值

为:0<s+1<s+2<… <n-1<p1 -s<p1 -s+1

<p1 -s+2 <… <p1 , 故 p1 =max{f(v) v∈

V(Wn)}, f:V(Wn)※{0, 1, …, p1}是单射。

(ii)对所有的边 uv∈ E(Wn), 设 f′(uv)=

 f(u)-f(v) , 则:f′(w0w1)=p1 -s, f′(w1w2)=

s, f′(wiwi+1)=p1 -s-i+1(i=2, 3, … , n-1),

f′(w0wi)=
p1 -

i
2
+1,当 i=2, 4, … , a时 ,

s+
1

2
(i-1),当 i=3, 5, …, b时.

(2)

(a)当 n为奇数时 , a=n-1, b=n, f′(w1wn)=

f′(w1wb)=p1 -s-n+1=r, 此时有:

f′(w1w2)<f′(w0w3)<f′(w0w5)<…<f′(w0wb)

<f′(w1wn)<f′(wn-1wn)<f′(wn-2wn-1)<… <

f′(w2w3)<f′(w0w1)<f′(w0wa)<f′(w0wa-2)<…

<f′(w0w2), 其对应值为:s<s+1<s+2<… <n

-1<r<r+1<r+2<… <p1 -s-1<p1 -s<p1 -s

+1<p1 -s+2<… <p1 , 所以 f′:E(Wn)※{s (n

-1), r p1}是双射。

由(i)、(ii)(a)及定义 2知 , 图 Wn是 {s (n-

1), r p1}-优美图。

(b)当 n为偶数时 , a=n, b=n-1, f′(w1wn)=

f′(w1wa)=(p1 -s+1)-(p1 -s)=1 , 在(a)式中

将有下划线的项 f′(w1wn)移至该式最左端 , 即成

为该式中的最小项 , 其它项不变 , 则该式仍成立 ,

其对应值为:1<s<s+1<s+2<… <n-1 <r+1

<r+2<… <p1 -s-1<p1 -s<p1 -s+1<p1 -s+

2<… <p1。所以 f′:E(Wn)※{1 , s (n-1), (r+

1) p1}是双射 。

由(i)、(ii)(b)及定义 2知 , 图 Wn是 {1,

s (n-1), (r+1) p1}-优美图。

推论 1　设 m是任意正整数 , 则 W2m+1是 m-

优美图 , W2m是 {1, m (5m-2)}-优美图。

当 n=2m+1时 , 取 r=2m+1;当 n=2m时 ,

取 r=2m-1, 由定理 1可得此推论。

2　图 G1 ∪ G2及 Wn∪ St(m)∪ St(l)

的优美性

　　定理 2　设图 G1=(V1 , E1), G2=(V2 , E2), k,

p1 , p2是任意正整数 , f1是 G1在集合 {0, 1, … , p1}

上的一个 {k n1 , n2  n3 , …, nt-2  nt-1}-标号 , f2

是 G2在集合 {0, 1, … , p2}上的一个 {(n1 +

1) (n2 -1), (n3 +1 (n4 -1), …, (nt-1 +1) nt}

-标号 , 如果满足:(1)f1(V1)∩ f2(V2)= ;(2)

max{p1 , p2}= E(G1 ∪ G2) +k-1。则 G1∪ G2是

k-优美图 。

证明　设 i=1, 2, E=E(G1 ∪ G2), A1={k n1 ,

n2 n3 , …, nt-2 nt-1}, A2={(n1 +1) (n2 -1), (n3

+1) (n4 -1), …, (nt-1 +1) nt}。由 fi的定义

知 , f′i:Ei※Ai是双射 , 故  Ei = Ai 。因 A1
∩ A2= , A1∪ A2={k nt}={k, k+1, … , nt}, 从

而 ,  A1∪ A2  =nt-k+1 , 又因  A1∪ A2  = A1  

+ A2  = E1  + E2  = E , 所以 nt-k+1=

 E , nt= E +k-1。定义图 G1∪ G2的顶点标

号 f为:当 u∈ V1时 , f(u)=f1(u);当 u∈ V2时 ,

f(u)=f2(u), 所以 f(V1)=f1(V1), f(V2)=f2(V2);

f′(E1)=f′1(E1), f′(E2)=f′2(E2)。

(i)因 fi:Vi※{0, 1, … , pi}是单射 , 所以

fi(Vi) {0, 1 , …, pi}。由 f1(V1)∩ f2(V2)= 知

f(V1)∩ f(V2)=f1(V1)∩ f2(V2)= ;由定理 2条件

(2)max{p1 , p2}= E +k-1知 , f(V1)∪ f(V2)=

f1(V1)∪ f2(V2) {0, 1, … , p1}∪ {0, 1, … , p2}=

{0, 1, …, max{p1 , p2}}={0, 1, …,  E +k-1};又

因 V1∩ V2= , 所以 f:V1 ∪ V2 ※{0 , 1, … ,  E +k

-1}是单射 。

(ii)因 f′i(Ei)=Ai, E1∩ E2= , f′(E1)∩f′(E2)

=f′1(E1)∩f′2(E2)=A1∩ A2= , f′(E1)∪f′(E2)=

f′1(E1)∪f′2(E2)=A1 ∪ A2={k, k+1 , …, nt}={k, k

+1, …,  E +k-1}, 所以 f′:E1 ∪ E2 ※{k, k+

1, …,  E +k-1}是双射 。由(i)、(ii)知图 G1∪ G2

是 k-优美图 。

在定理 2中 , 设 A={k n1 , n2 n3 , …, nt-2 nt-1},

B={(n1 +1) (n2 -1), (n3 +1) (n4 -1), …,

(nt-1 +1) nt}, 若将 A换为 {k n1 , n2  n3 , …,

nt-1  nt}, B换为 {(n1 +1) (n2 -1), (n3 +1) 

(n4 -1), … , (nt-2 +1) (nt-1 -1)}, 其它条件不

变 , 则定理 2仍成立。

设 St(m)和 St(l)是两棵分别具有 m条边和 l

条边的星形树 , V(St(m))={x0 , xi i=1, 2, …, m},

V(St(l))={y0 , yj j=1 , 2, … , l}, 其中 x0 , y0分别

是 St(m)和 St(l)的中心顶点 。

引理　对任意的正整数 m, l, k, h, t, 如果

m h, t>h k 2, 则存在一个图 St(m)∪ St(l)

的在集合 {0, 1, … , m+l+k+t-h}上的 {k

 h, t (m+l+k+t-h-2)}-标号 。

证明　设 c=k+t-h, 定义 St(m)∪ St(l)的

顶点标号 g如下:

(a)g(x0)=1, g(xi)=k+i(i=1, 2, … , h-k+

1), g(xi)=c+i-1(i=h-k+2 , h-k+3, …, m),

g(y0)=2, g(yj)=m+c+j(j=1, 2, …, l),从而:

14
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(b)g′(x0xi)=k+i-1(i=1, 2, … , h-k+1,

g′(x0xi)=c+i-2(i=h-k+2, h-k+3, … , m),

g′(y0yj)=m+c+j-2(j=1, 1, …, l)。

由(a)中的定义式有:g(x0)<g(y0)<g(x1)<

g(x2)<…<g(xh-k+1)<g(xh-k+2)<…<g(xm)<

g(y1)<g(y2)<… <g(yl), 其对应值为:1<2<

k+1<k+2<…<h+1<t+1<…<m+c-1<m+c

+1<m+c+2 <…<m+c+l。由 (b)表达式有:

g′(x0x1)<g′(x0x2)<…<g′(x0xh-k+1)<g′(x0xh-k+2)

<… <g′(x0xm)<g′(y0y1)<g′(y0y2)<… <

g′(y0yl)。其对应值为:k<k+1<…<h<t<…<

m+c-2<m+c-1<m+c<…<m+c+l-2, 故

标号 g是 St(m)∪ St(l)在集合 {0, 1, … ,

m+l+k+t-h}上的 {k h, t (m+l+k+t-h

-2)} -标号。

定理 3　设 n, m, l, k是任意正整数 , s=

[
n
2
] , 那么:(1)若 n是奇数 , 且 m s>k 2, 则

图 Wn∪ St(m)∪ St(l)是 k-优美图;(2)若 n是

偶数 , 且 m+1 s 3, 则图 Wn∪ St(m)∪ St(l)

是优美图 。

证明　由 n s, 有:

n>s-1 (3)

设整数 r满足条件:n为奇数时 , r n;n为

偶数时 , r n-1, p1=n+r+s-1, p2 =n+m+

l+k-s+1, E=E(Wn∪ St(m)∪St(l)), 则  E =

2n+m+l。

定义 Wn的顶点标号 f同(1)式 , 则 f(w2)=p1 ,

f(wa)=p1 -s+1, f(wb)=n-1 。设 d=n+m+k, 定

义图 St(m)∪ St(l)的顶点标号 g同引理证明(a)

中各式 , 其中 h-k+1=s-k。

(i)当 n是奇数时 , 取 r=n+m+l+k-s, 则 r

 n, 由定理 1 (1)知 , Wn是 {s (n-1), r p1}

-优美图。其中 p1=n+r+s-1=2n+m+l+k-1

= E +k-1。由条件 m s>k 2及(3)式知 , m

>s-1, n>s-1 k 2, 由引理知 g是图 St(m)

∪ St(l)在集合 {0, 1, … , p2}上的{k (s-1),

n (p2 -2)}-标号 。因 p2 =n+m+l+k-s+1=

r+1, p2 -2=r-1, 故 g是 St(m)∪ St(l)在集合

{0, 1, …, p2}上的 {k (s-1), n (r-1)}-

标号 , 且 ,

max{p1 , p2}=p1= E +k-1 (4)

(ii)当 n是偶数时 , 取 r=n+m+l-s+1,

k=2, 则 r n-1, 由定理 1(2)知 , Wn是 {1, s (n

-1), (r+1) p1}-优美图 。其中 p1=n+r+s-

1=2n+m+l= E 。由条件 m+1 s 3及(3)式

有 , m s-1, n>s-1 k 2 (k=2), 由引理知

g是图 St(m)∪ St(l)在集合 {0, 1, …, p2}

上的 {2 (s-1), n (p2 -2)}-标号 。因 p2=n+

m+l+k-s+1=r+2, p2 -2=r, 从而 g是 St

(m)∪ St(l)在集合 {0, 1, … , p2}上的 {2

 (s-1), n r} -标号 , 且 ,

max{p1 , p2}=p1= E (5)

由(4)、(5)式有 p1  E , 因  E =2n+m+l,

故 p1 2n+m+l。因 s>k(n为偶数时 k=2), 从

而 n 2s>2k>k+1, p1 2n+m+l>n+m+l+k

+1 , p1 -s>n+m+l+k-s+1, 而 f(w1)=p1 -s,

g(yl)=n+m+l+k-s+1 , 所以 f(w1)>g(yl),

从而 , f(w0)<g(x0)<g(y0)<g(x1)<g(x2)<… <

g(xs-k)<f(w3)<f(w5)<… <f(wb)<g(xs-k+1)<

g(xs-k+2)<… <g(xm)<g(y1)<g(y2)<… <

g(yl)<f(w1)<f(wa)<f(wa-2)<… <f(w2), 其

对应值为:0<1<2<k+1<k+2<… <s<s+1<s

+2<… <n-1<n+1<n+2<… <d-s<d-s+2

<d-s+3<… <d+l-s+1<p1 -s<p1 -s+1<p1

-s+2<… <p1 , 从而 ,

{f(v) v∈ V(Wn)}∩{g(w) 

w∈V(St(m)∪ St(l))}= (6)

当 n是奇数时 , 由(4)、(6)及定理 2可知 , 图

Wn∪ St(m)∪St(l)是 k-优美图;当 n是偶数时 ,

由(5)、(6)及定理 2可知 , 图 Wn∪ St(m)∪ St(l)

是优美图 。

3　图 W2n+i∪ Gn(i=3 , 4)的优美性

定理 4　设 n是任意正整数 , 那么:(1)如果

Gn是一个具有 n条边的优美图 , 则 W2n+3∪ Gn是优

美图;(2)如果 Gn是一个具有 n条边的 2 -优美

图 , 则 W2n+4∪ Gn是优美图 。

证明　设 i=1, 2, e=2n+2 , 则 e+1=2n+

3, e+2=2n+4;设 G
(n)
i 是具有 n条边的 i-优美

图 , Ei=E(We+i∪ G
(n)
i ), p

(1)
i = Ei , 则 p

(1)
i =5n+

2i+4 。

由推论 1知 , We+1是 {(n+1) p
(1)
1 }-优美

图 , We+2是 {1, (n+2) p
(1)
2 }-优美图 。设 A1 =

{(n+1) p
(1)
1 }, A2={1, (n+2) p

(1)
2 }, 由定义 2

知 , We+i是 Ai-优美图。设 fi是 We+i的一个 Ai-优

美标号 , 则 fi可由(1)式定义 。在(1)式中 , 将 Wn

的下标参数 n代换为 e+i, 则可得到 fi的定义式。

即当 i=1时 , n代换为 2n+3, 可得到 f1的定义式;

i=2时 , n代换为 2n+4, 可得到 f2的定义式 。设 si

=[
e+i
2
] , 则 si=n+i。由 fi的定义知 , fi(w0)=0,

15
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fi(w2)=p
(1)
i , fi(w3)=si+1=n+i+1 , 并且:

fi(w0)<fi(w3)<fi(w5)<… <fi(wb)<fi

(w1)<fi(wa)<fi(wa-2)<… <fi(w2) (7)

设标号 gi是图 G
(n)
i 的一个 i-优美标号 , p

(2)
i =

n+i-1 , 则由定义 2知 , G
(n)
i 是 {i p

(2)
i }-优美

图 , 且 gi:V(G
(n)
i )※{0, 1, …, n+i-1}是单射 ,

故对任意的 v∈ V(G
(n)
i ), 有 0 gi(v) n+i-1,

1 gi(v)+1 n+i, 从而 ,

fi(w0)<gi(v)+1<fi(w3) (8)

对任意的 v∈V(G
(n)
i ), 设

zi(v)=gi(v)+1 (9)

则 zi:V(G
(n)
i )※{0, 1, …, n+i}是单射。任取边 uv

∈E(G
(n)
i ), 因 z′i(uv)= zi(u)-zi(v) = (gi(u)

+1)-(gi(v)+1) = gi(u)-gi(v) =g′i(uv),

故 z′i:E(G
(n)
i )※{i p

(2)
i }是双射 , 所以 zi是 G

(n)
i

在集合 {0, 1, … , n+i}上的 {i p
(2)
i }标号。由

(8)、(9)式有:fi(w0)<zi(v)<fi(w3), 结合(7)式

则有:fi(w0)<zi(v)<fi(w3)<fi(w5)<… <fi(wb)

<fi(w1)<fi(wa)<fi(wa-2)<… <fi(w2), 其对

应值为:0 <zi(v)<n+i+1 <n+i+2 <… <2n

+i+1 <p
(1)
i -si<p

(1)
i -si+1 <p

(1)
i -si+2 <

…<p
(1)
i , 所以 {fi(v) v∈ V(Wd+i)}∩ {zi(w) 

w∈V(G
(n)
i )}= , max{p

(1)
i , p

(2)
i }=max{5n+2i+4,

n+i-1}=p
(1)
i = Ei , 由定理 2知 We+i∪ G

(n)
i 是

优美图 , 定理 4得证 。

推论 2　对任意正整数 n, 图 W2n+3∪ Cn是优

美图;设 Tn是一个具有 n条边的优美树 , 则图

W2n+3∪ Tn是优美图。

参考文献:

[ 1] 　RINGELG.Problem 25 intheoryofgraphanditsappli-

cations[ C] .Smolenice:ProcSymposiumSmolenice.

1963:162-167.

[ 2] 　ROSAA.Oncertainvaluationsoftheverticesofagraph

theoryofgraphs[ C] .ProcInternat, SymposRome,

1966:349-355.

[ 3] 　GOLOMBSW.Howtonumberagraph, graphtheoryand

computing[ M] .NewYork:AcademicPress, 1972:23

-37.

[ 4] 　马克杰.优美图 [ M] .北京:北京大学出版社 , 1991.

[ 5] 　 ECKLERAR.Theconstructionofmissileguidance

codesresistanttorandominterference[ J] .BellSyst

TechnicalJ, 1960, 39 :973-994.

[ 6] 　毕双艳 , 李秀芬 , 路线.图 G4∪ St(m)的 k-优美性

及算术性 [ J] .吉林大学自然科学学报 , 1999(2):19

-22.

[ 7] 　路线 , 李秀芬 , 付彤.图 G
8
∪ St(m)的 k-优美性及

算术性 [ J] .长春邮电学院学报 , 2000, 18(4):17 -

20.

[ 8] 　潘伟 , 路线.两类非连通图 (P2∨Kn)∪St(m)及 (P2∨

Kn)∪Tn的优美性 [ J] .吉林大学学报:理学版 , 2003,

41(2):152-154.

[ 9] 　魏丽侠 , 贾治中.非连通图 G1∪ G2及 G1∪ G2∪ K2的

优美性 [ J] .应用数学学报 , 2005, 28(4):689 -

694.

TheGracefulnessofUnionGraphsonGraphK1 ∨ Cn

WEILi-xia, ZHANGKun-long

(NorthChinaInstituteofScienceandTechnology, HebeiSanhe101601, China)

Abstract:Thedefinitionsofk-gracefulgraphandk-lgracefulgraphareextended.Twonewconcepts, {k n1 ,

n2  n3 , …, nt-1  nt}-LABELofgraphGontheset{0, 1, …, p}and{k n1 , n2  n3 , … , nt-1  nt}-

GRACEFULGRAPH, arepresented.Onthebasisofthem, asufficientconditionthatunconnectedgraphG1∪ G2is

ak-gracefulgraphisobtained.Inthemeanwhile, theresultsthatsomegraphsaregracefulgraphsareproved.

Keywords:gracefulgraph;gracefullabel;startree
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