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一类二阶具多偏差变元微分方程周期解的存在性
＊

郭承军
1 , 王根强 2

(1.中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275;
2.广东技术师范学院计算机系 , 广东 广州 510631)

摘　要:利用 Mawhin延拓定理和最佳不等式研究了一类二阶具多偏差变元的微分方程

x″(t)+f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)+∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))=p(t)

的周期解问题 , 得到了存在周期解的充分性结果。进一步对周期解的先验界给出了较好的估计。
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　　近年来 , 国内外关于微分方程的周期解的研究

较多 , 其中二阶微分方程的周期解的研究较为成

熟
[ 1-12]

。本文利用 Mawhin延拓定理给出存在 T-周

期解的三个充分性条件。同时 , 在周期解界的估计

中 , 采用了 Li等
[ 12]
关于周期函数的最佳不等式 ,

从而作为我们主要结果的推广也改进了文 [ 1] 的

主要结果。

考虑

x″(t)+f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)+

∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))=p(t) (1)

其中 f(t, x, y)为 R
3
上的连续函数 , 且 f(t, x, y)关

于 t为 T周期函数;gi(x)(i=1 , 2, … , m)为 R上的

连 续 函数;τ0(t), τ1(t), τ2(t), …, τm(t), β1(t),

β2(t), …, βm(t)及 p(t)都是 T-周期的连续函数 。

为此 , 先介绍 Mawhin延拓定理
[ 11]
。

引理 1　 (Mawhin延拓定理)
[ 11]
设 Z, Y均为

Banach空间 , L:D(L) Z※Y是指标为零的 Fred-

holm算子 , Ψ Z为有界开集 , 且 N:Ψ※Y在 Ψ是

L-紧的;如果下列条件成立:

(1)Lx≠λNx,  x∈  Ψ∩ D(L), λ∈ (0, 1)

(2)Nx ImL(QNx≠ 0),  x∈  Ψ∩ ker(L)

(3)deg(QN, Ψ∩ ker(L), 0)≠ 0, 则方程 Lx

=Nx在 Ψ∩ D(L)上至少有一解。

本文记

CT ={x x∈ C(R, R),

x(t+T)=x(t),  t∈ R}

并赋予范数 ‖ x‖ 0 =maxx0≤t≤T x(t) 。类似的 ,

记

C
1
T ={x x∈ C

1
(R, R),

x(t+T)=x(t),  t∈ R}

其中范数为 ‖x‖ 1 =max{‖x‖ 0 , ‖x′‖ 0}。易证

(CT, ‖ x‖ 0)与(C
1
T, ‖x‖ 1)均为 Banach空间 。

引理 2
[ 12]
　假设 x=x(t)∈ C

1
(R, R)∩ CT且

ζ∈ [ 0, T] , 则有

‖x‖ 0 ≤ x(ζ) +
1

2∫
T

0
 x′(s) ds,

这里系数 1 /2是最佳的。

引理 3
[ 12]
　令 y∈ C

1
(R, R)∩ C

0
T , 则

‖x′‖ 0 ≤
1
2∫

T

0
 x″(s) ds。

下面在 C
1
T上定义算子

L:D(L) C
1
T※CT, Lx=x″(t),

D(L)={x x∈ C
1

T, x″∈ C(R, R)}

易知 ker(L)=R,

ImL={x x∈ CT, ∫
T

0
x(s)ds=0}

故 L是指标为零的 Fredholm算子 , 令投影算子 P,

Q分别为

P:C
1

T※ker(L):[ Px] (t)=x(0),

Q:CT※ CT:[ Qx] (t)=
1

T∫
T

0
x(s)ds

则满足 ImP=ker(L), ImL=ker(Q)。令 Lp =

LD(L)∩ ker(P), 则 Lp是可逆的 , 其逆为

L
-1
P:ImL※D(L)∩ ker(P),
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[ L
-1
Py] (t)=

-t
T∫

T

0
(t-s)y(s)ds+

∫
T

0
(t-s)y(s)ds∈ D(L) (2)

1　主要结果

定理 1　设

h= sup
(t, x, y)∈ R3

 f(t, x, y) <
2
T
,

β
(2)
i = max

t∈ [ 0, T]
βi(t)≥ βi(t)≥ β

(1)
i =

inf
t∈ [ 0, T]

βi(t)>0, (3)

且条件

lim
 x ※∞
sup 

gi(x)
x
 ≤ri(i=1, 2, …, m) (4)

和 lim
 x ※∞

sgn(x)gi(x)=+∞ (5)

满足 , 则当 β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm <

2(2 -hT)
T

2

时 ,方程(1)存在 T-周期解。

证明　Lx=X″(t), N:C
1
T※CT ,

[ Nx] (t)=-f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)-

∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))+p(t) (6)

则方程 (1)可化为算子方程 Lx=Nx, 其中 L是

D(L) C
1
T※CT的指标为零的 Fredholm算子。记

Ψ1 ={x x∈ D(L), Lx=λNx, λ∈ (0, 1)}

则对任意的 x∈ Ψ1得

x″(t)+λf(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)+

λ∑
m

i=1 βi(t)gi(x(t-τi(t)))=λp(t) (7)

下面我们断言:一定存在某个 ζ
＊
∈ R使得

 x(ζ
＊
) ≤M (8)

其中 M与 λ无关 。事实上 , 令 t1为 x(t)在 R上取

得最大值点 , 则 x′(t1)=0, x″(t1)≤ 0。由(7)得

∑
m

i=1
βi(t1)gi(x(t1 -τi(t1)))-p(t1)≥ 0 (9)

由 (5)知 , lim
x※-∞
gi(x)=-∞(i=1, 2, …, m)。因

此必存在 M0 >0,使得当 x≤-M0时有

gi(x)<
1

mβi(t1)
p(t1) (10)

由 (9)和 (10)可推出 x(t1 -τ1(t1)), x(t2 -

τ2(t1)), … , x(t1 -τi(t1))中必定有一个大于 -M,

不妨设 x(t1 -τ1(t1))>-M0 。记 ζ0 =t1 -τ1(t1),

即有

x(ζ0)>-M0 (11)

同理 , 可以证明存在 M
＊
0 >0和 ζ1 , 使得

x(ζ1)<M
＊
0 (12)

记 M =max{M0 , M
＊
0 }, 则由(11)和(12)得

x(ζ0)>-M (13)

x(ζ1)>-M (14)

由(13), (14)并利用介值定理可知 , 在 ζ0与 ζ1之

间必定存在一点 ζ
＊
使得(8)成立 ,即(8)得证。

记 ζ
＊
=kT+t2 , t2 ∈ [ 0, T] (其中 k为整数),因

为 x(t)是 T周期函数 , 则由 (8)有

 x(t2) = x(ζ
＊
) ≤M

于是分别由引理 2和引理 3有

‖ x‖ 0 ≤M+
1

2∫
T

0
 x′(s) ds (15)

和 ‖ x′‖ 0 ≤
1
2∫

T

0
 x″(s) ds (16)

由(4)式知 , 对给定的

ε=
1

2
2(2 -hT)
T
2 -(β

(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

存在  M>0( M>M), 使当  x(t-τi(t)) > M时

有

 gi(x(t1 -τi(t1))) ≤

ri+
ε
mβ

(2)
i

 x(t-τi(t)) 

(i=1 , 2, … , m) (17)

定义集合

E
(i)
1 ={t t∈ [ 0, T] ,  x(t-τi(t)) >

 M(i=1 , 2, … , m)} (18)

和 E
(i)
2 =[ 0, T]  E

(i)
1 , (i=1, 2 , …, m)(19)

并记

ρi=max x ≤ M gi(x) , (i=1, 2, …, m) (20)

由(3), (7), (16)至(20)式可得

‖x′‖ 0 ≤
1

2∫
T

0
 x″(s) ds≤

λ
2∫

T

0
[  f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t) +

∑
m

i=1
βi(t) gi(x(t-τi(t))) + p(t) ] dt≤

λhT
2
‖x′‖ 0 +

β
(2)
1

2 ∫E(1)1

 g1(x(t-τ1(t))) dt+

∫E(1)2

 g1(x(t-τm(t))) dt+… +

β
(2)
m

2 ∫E(m)1

 gm(x(t-τm(t))) dt+

∫E(m)2

 gm(x(t-τm(t))) dt+
T
2
‖p‖ 0 ≤

hT
2
‖ x′‖ 0 +

T
2
(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +

β
(2)
m rm +ε)‖x‖ 0 +C0 (21)

其中 C0 =
1
2
{[ β

(2)
1 ρ1 +β

(2)
2 ρ2 +… +β

(2)
m ρm] +

‖p‖ 0}T。由 ε的选择及 (15)有

6
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‖x′‖ 0 ≤
hT
2
‖ x′‖ 0 +

MT
4
[
2(2 -hT)
T
2 +

(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)] +

T
2

8
[ 2(2 -hT)

T
2 +(β

(2)
1 r1 +

β
(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)] ‖x′‖ 0 +C0

从而有

‖ x′‖ 0 ≤

4C0 +
2(2 -hT)
T

M+(β(2)1 r1 +β
(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)MT

2 -hT-
T2

2
(β(2)1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

结合 (15)式知一定存在某个 M1 >0,使对任意 x

∈ Ψ1都有 ‖x‖ 0 ≤M1 , ‖x′‖ 0 ≤M1 ,故 Ψ1  {x

 ‖x‖ 1 ≤M1}为有界集 。接着我们设

Ψ2 ={x x∈ ker(L)∩ C
1
T, N(x)∈ ImL}(22)

令 x(t)∈ Ψ2 , 则 x(t)≡c, 且满足

∫
T

0
[ Nx] (t)dt=

∫
T

0
[ -∑

m

i=1
βi(t)gi(c)+p(t)] dt=0 (23)

由(5)和(23)知存在与 λ无关的常数 M2 >0使得

对任意的 x(t)=c∈ Ψ2都有  x(t) = c ≤M2 ,

从而 Ψ2为有界集 。进一步由 (5)知存在 M3 >0,

当  x >M3时有

sgn(x)gi(x)>
1

mβi
‖ p‖ 0 (24)

取 Ψ={x ‖x‖ 1 <M4}, 其中 M4 >max{M1 ,

M2}+M3显然 Ψ为有界开集且 Ψ Ψ1 ∪ Ψ2 。由

(2)及(6)知 N在 Ψ上是 L-紧的。对任意的 x∈

 Ψ∩ D(L)和对任意的λ∈ (0, 1)均有 Lx≠Nx。作

变换

H(x, μ)=-μx-
1
T
(1 -μ)

∫
T

0
[ ∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))-p(t)] dt

因当 x∈kerL∩  Ψ时 , 显然有 x=M4 (>M3)或 x

=-M4 , 故由(6), (24)和算子 Q的定义易知

(QNx)=
1

T∫
T

0
[ -f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)-

∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))+p(t)] dt≠ 0

易证 H(x, μ)是一个同伦。因此有

deg{QN, Ψ∩ ker(L), 0}=

deg{-x, Ψ∩ ker(L), 0}≠ 0

故由引理 1知 , 方程(1)至少存在一个 T-周期解。

定理 2　设

σ =inft, x, y∈ [ 0, T] ×R2f(t, x, y)>0 (25)

且定理 2.1中的(3), (4)和(5)均满足 , 则当

β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm <

2σ
T

时 , 方程 (1)存在周期解。

证明　类似于定理 1的证明 , 存在 t3 ∈ [ 0, T]

和正数M1使得

‖ x‖ 0 ≤M1 (26)

其中 , M1是与 λ无关的常数 。将 (7)式两端乘以

x′(t)并在 [ 0, T] 上积分 , 整理得

∫
T

0
p(t)x′(t)dt=

∫
T

0
f(t, x(t), x(t-τ0(t)))[ x′(t)]

2
dt+

∫
T

0
[ ∑
m

i=1
βi(t)gi(t, x(t-τi(t)))] x′(t)dt(27)

由(25)和(27)有

σ∫
T

0
 x′(t) 

2
ds≤

-∫
T

0 ∑
m

i=1
βi(t)gi(x(t-τi(t)))x′(t)dt+

∫
T

0
p(t)x′(t)dt (28)

取 (ε=
1

2
2σ
T
-(β

(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

由 (4)式可知存在  η>0, 当

 x(t-τi(t)) > η(i=1 , 2, … , m)

有  gi(x(t-τi(t))) ≤

ri+
ε
mβ

(2)
i

 x(t-τi(t)) (i=1, 2, …, m)

用  η取代  M, 便得到(18)至(20)由引理 2 , (18)至

(20), (26), (28)Cauchy不等式可得

σ∫
T

0
 x′(t) 

2
dt≤

∑
m

i=1 ∫E(i)1

β
(2)
i  gi(x(t-τi(t)))‖x′(t) dt+

∑
m

i=1 ∫E(i)2

β
(2)
i  gi(x(t-τi(t)))‖x′(t) dt+

∫
T

0
 p(t)  x′(t) dt≤

[ (β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)+ε] ·

M1 +
1

2∫
T

0
 x′(t) dt∫

T

0
 x′(t) dt+

C1∫
T

0
 x′(t) dt≤

[ C1 +(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm +ε)M1 ] ·

(T∫
T

0
 x′(t) 

2
dt)

1/2
+

1

2
[ (β

(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)+ε]

7
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T∫
T

0
 x′(t) 

2
dt (29)

其中 C1 =

{[ ρ1β
(2)
1 r1 +ρ2β

(2)
2 r2 +… +ρmβ

(2)
m ] +‖p‖ 0}

由 (29)得

1 -
T
2
[ (β

(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)+ε] ·

∫
T

0
 x′(t) 

2
dt≤

[ C1 +(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm +ε)M1 ]

T
1 /2

∫
T

0
 x′(t) 

2
dt

1/2

由上式和 ε的选择有

∫
T

0
 x′(t) 

2
dt≤

1

T
4TC1 +4σM1 +2TM1(β

(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

2σ-T(β(2)1 r1 +β
(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

2

结合引理 1.2和 Cauchy不等式 , 进一步有

‖ x‖ 0 ≤ M1 +
T

1
2

2 ∫
T

0
 x′(t) 

2
dt

1
2

≤M1

(30)

其中 M1 =M1 +

2TC1 +2σM1 +TM1(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

2σ-T(β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +β

(2)
m rm)

和 N
(i)
2 = sup

 x ≤M1

 gi(x) 

由 (27)有引理 3 (7)知 Ψ1为有界集 , 余下证

明类似定理 1中的证明。

设 f(t, x, y)=f1(t, x, y)+f2(t, x, y), 其中

f1(t, x, y)和 f2(t, x, y)均在 R
3
连续 , 且对任意的

(x, y)∈ R
2
, f1(t, x, y)+f2(t, x, y), 均是关于 t的

T-周期函数 , 则有下列结果:

定 理 3 　 若 inf(t, x, y)∈ R3f1(t, x, y) ≥ 0,

sup(t, x, y)∈ R3  f2(t, x, y) =δ<
1
2T, 且定理 1中的

(3), (4)和(5)均满足 , 则当 (β
(2)
1 r1 +β

(2)
2 r2 +… +

β
(2)
m rm))<

1 -2δT
T
2 时 , 方程 (1)至少存在一个

T-周期解。

证明类似文 [ 10] 中的引理 3 , 故在此略证。

3　例子和注记

x″(t)+[ 1 +x
2
(t)+x

2
(t-

2

π
)] x′(t)+

1
14
[ x(t-cost)+x(t-sint)] =2cost-sint

(31)

由于 r1 +r2 =
1

7
, σ=1, 故

1

7
<
σ
T
=

1

2π
, 因而由本

文定理 2可知 , 方程 (31)存在 2π周期解。

显然上述结论是不能由文 [ 8-9, 11]的结果得

到 , 因而本文的结论是有关微分方程周期解问题研

究的新的结果 。由本文的定理 , 对于文 [ 9] 中的

方程

x″(t)+f(t, x(t), x(t-τ0(t)))x′(t)+

β(t)g(x(t-τ1(t)))] =p(t) (32)

立即得到如下三个推论:

推论 1　设 ,

f1 = sup
(t, x, y)∈ R3

 f(t, x, y) < 2
T
,

β1 = max
t∈ [ 0, T]

β(t)≥ β(t)≥ β0 = inf
t∈ [ 0, T]

β(t)>0

且条件

lim
 x ※∞
sup 

g(x)
x
 ≤ r (33)

和 lim
 x ※∞
sgn(x)g(x)=+∞ (34)

满足 , 则当 r<
2 (2-f1T)

β1T
2 时 , 方程 (32)至少存

在一个 T-周期解 。

推论 2　设

σ = inf
t, x, y∈ [ 0, T] ×R2

f(t, x, y)>0

β1 = max
t∈ [ 0, T]

β(t)≥ β(t)≥ β0 =

inf
t∈ [ 0, T]

β(t)>0

且条件 (34)和 (35)满足 , 则当 r<
2σ
β1T
时 , 方

程 (34)至少存在一个 T-周期解 。

推论 3　若

inf
(t, x, y)∈ R3

f1(t, x, y)≥ 0,

sup
(t, x, y)∈ R3

 f2(t, x, y) =δ<
1

2T
,

β1 = max
t∈ [ 0, T]

β(t)≥ β(t)≥ β0 = inf
t∈ [ 0, T]

β(t)>0

且条件 (32)和 (34)满足 , 则当 r<
1-2δT
β1T

2 时 ,

方程 (32)至少存在一个 T-周期解。

注 1　推论 1将文 [ 9] 中定理 1的条件

f1 = sup
(t, x, y)∈ R3

 f(t, x, y) < 1
T

和 r<(1 -f1T)/β1T
2

分别改进为较弱的条件

f1 = sup
(t, x, y)∈ R3

 f(t, x, y) <
2

T

和 r<2(2-f1T)/β1T
2

注 2　推论 2将文 [ 9] 中定理 2的条件

r<σ/β1T

改进为较弱的条件

r<2σ/β1T

8
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　　注 3　推论 3将文 [ 9] 中定理 3的条件

r<(1 -2δT)/2β1T
2

改进为较弱的条件

r<(1 -2δT)/β1T
2
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ExistenceofPeriodicSolutionsforAClassofSecond-OrderDifferential
EquationWithMultipleDeviatingArguments
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Abstract:BymeansofMawhinscontinuationtheoremandsharpinequalitiesforperiodicfunctions, asecondorder

differentialequationwithmultipledeviatingargumentsisstudied.Sufficientconditionsaregivenfortheexistenceof

periodicsolutions.Moreover, abetterestimatecanbeobtainedfortheprioriboundsofperiodicsolutions.
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