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摘　要:得到一个动力系统如果存在非几乎周期的(拟)弱几乎周期点 , 则存在子系统在修改的狄万内意义下是
混沌的。还证明了正规极小点稠密的完全拓扑传递系统是双重拓扑遍历的 , 从而对有限型子转移而言 , 拓扑强混

合与完全拓扑传递等价 。
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　　众所周知 , 动力系统研究的核心问题是点的轨

道的渐近性与拓扑结构。为了更深刻地认识动力系

统中点的轨道拓扑结构与遍历内涵 , 文 [ 1-2]相继

引进了弱几乎周期点和拟弱几乎周期点这两个概

念 , 并得到了一些具有重要意义的结果 (见文 [ 2]

定理 1与定理 2)。从而无论是从动力系统的角度

还是从遍历理论的角度来看 , 它使人们对一个动力

系统都有更深刻的认识。

本文首先在文 [ 1-2]的基础上 , 对由非几乎周

期点的拟弱几乎周期点所决定的子系统的混沌状况

及其拓扑传递属性进行研究 , 得到该子系统在修改

的狄万内意义下是混沌的 。

其次对于一个完全传递的系统 , 如果正规极小

点稠密 , 则 (f
n
)
m
是双重拓扑遍历的 ( n, m∈

N(N为自然数集 , 以下同))。从而对有限型子转

移而言 , 拓扑强混合与完全拓扑传递等价。

1　基本概念

设 (X, f)是紧致系统 , 即 (X, d)是紧致度量空

间且 f:X※ X连续 。为下面叙述方便这里假设 f为

满射 。P(f), A(f), R(f), Ψ(f), ω(x, f)具有传统意

义 , 这里不再赘述。

x∈ X称为 f的一个弱几乎周期点 , 如果对任意

的 ε>0, 存在正整数 Nε, 使得对任意的自然数 n

有

#({r f
r
(x)∈ V(x, ε), 0≤r<nNε})≥ n

#(·)表示集合的基数 , V(x, ε)表示以 x为中心 , ε

为半径的球形邻域。用 W(f)表示 f的弱几乎周期

点集
[ 1]
。x∈ X称为 f的一个拟弱几乎周期点 , 如果

对任意的 ε>0, 存在 Nε和正整数递增序列 {ni}

使得

#({r f
r
(x)∈ V(x, ε), 0≤r<niNε})≥ni,

 i>0

用 QW(f)表示 f的拟弱几乎周期点集
[ 2]
。

注 1　A(f) W(f) QW(f) R(f), 并且

上述包含关系可以是真包含
[ 2]
。

A={a1 <a2 <… <…} N, 称 A为 Syn-

thetic的 , 如果存在正整数 L, 使得 ai+1 -ai<L,  i

∈ N;A N称为 thick的 , 如果对任意的正整数

L, 都能在 A中找到连续 L个整数 , 即存在 ni※∞,

使得

A ∪
∞

i=1
{ni, ni+1, …, ni+i}

A N称为正上 Banach密度集 , 如果 BD
＊
(A)=

limsup
 I ※∞

#(A∩ I)
#(I)

>0, 这里的 I取遍 N中的所有区

间;如果 D
＊
(A)=limsup

 I ※∞

#{A∩ (0, 1, … , n-1)}
n

>0, 则称 A为正上密度集
[ 3]
。

f称为拓扑传递的 , 如果存在 x∈ X, 使得

orb(x, f)=X。如果对  n∈ N, f
n
是拓扑传递的 ,

则称 f是完全拓扑传递的 。两个系统 (X, f), (Y,

g)称为弱不交 , 如果 (X×Y, f×g)是拓扑传递

的。 (X, f)称为 E-系统 , 如果 f是拓扑传递的且

存在不变概率测度 m使得它的支撑 Sm=X。 f称为

拓扑遍历的 , 如果对任意的非空开集 U, V X,

Nf(U, V)={n∈ N f
-n
(V)∩ U≠ }为正上密度
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集 , 即
[ 4]

lim
n※∞

1
n
{#(Nf(U, V)∩ {0, 1, …, n-1})}>0

f称为强拓扑遍历的 , 如果对任意的非空开集 U, V

 X, Nf(U, V)={n∈ N f
-n
(V)∩ U≠ }为 Syn-

detic集。显然强拓扑遍历蕴涵拓扑遍历 。若 (X×

X, f×f)是拓扑遍历的 , 称 (X, f)双重拓扑遍历
[ 5]
。

一个动力系统 (X, f)称为拓扑强混合 , 如果对

X中的任意两非空开集 U, V, 存在正整数 M, 当 n

>M时 , 有 f
n
(U)∩V≠ ;如果它与任何拓扑传递

系统弱不交则称它为 Mild-混合的;如果它与自身

弱不交则称它为拓扑弱混合的;显然双重拓扑遍历

蕴涵拓扑弱混合 。如果它与任何强拓扑遍历系统弱

不交则称它为极度扩散的;如果它与任何 E-系统

弱不交则称它为强扩散的;如果它与任何极小系统

弱不交则称它为扩散的;如果它与任何极小等度连

续系统弱不交则称它为弱扩散的
[ 6]
。

注 2　拓扑强混合 Mild-混合 拓扑弱混合

 极度扩散 强扩散 扩散 弱扩散 完全拓扑传

递
[ 6]
。

如果存在 δ>0, 使得对每一点 x∈ X和 x的任

意邻域 Ux, 存在 y∈ Ux和 n>0满足 d(f
n
(x),

f
n
(y))>δ, 则称 f对初值敏感依赖 , δ称为敏感

常数。如果 f是拓扑传递的且对初值敏感依赖 , 则

称 f是修改的狄万内意义下混沌的
[ 7]
。

x∈ X称为 f的一个极小点 (也称几乎周期

点), 如果对包含 x的任一开集 U, N(x, U)为

Syndetic集 , 其中 N(x, U)={n∈ N f
n
(x)∈ U}。

用 M(f)表示 f的所有极小点集 (实际上 M(f)=

A(f))。(X, f)称为 M-系统 , 如果 f是拓扑传递

的且M(f)=X。 x∈ X称为 f的正规极小点 , 如果对

包含 x的任一开集 U, 存在 k∈ N, 使得  j∈ N,

有 f
kj
(x)∈ N。用 RG(f)表的所以正规极小点的

集合。显然周期点是正规极小点 , 正规极小点是极

小点
[ 8]
。

2　引　理

引理 1
[ 2]
　设 (X, f)为紧致系统 , x∈ R(f),

则下述条件等价

(i)x∈ QW(f);

(ii) px(V(x, ε))>0,  ε>0;

(iii)x∈ Cx;

(iv)ω(x, f)=∪
x∈ M

x
Sm;

(v)Cx =ω(x, f)。

以上引理中相关的记号所表示的具体意义见文

[ 2] 。

引理 2
[ 9]
　设 X为紧致的度量空间 , f:X※X

连续满射 , 则 f是拓扑遍历且不是敏感依赖于初值

条件的充要条件是 f是一致几乎周期的极小同胚 。

引理 3
[ 9]
　若 f是拓扑传递的且存在具有满支

撑的不变的 Borel概率测度 , 则 f是拓扑遍历的 。

3　主要结果

定理 1　设 x∈ QW(f)-A(f), 令 X1 =ω(x,

f), f1 =f ω(x, f) , 则系统 f1:X1 ※X1在修改的狄万

内意义下是混沌的 。

证明　若 x∈ QW(f)-A(f), 则由引理 1知 x

∈ ω(x, f)且对任意的正整数 k, 有 f
k
(x)∈ ω(x,

f)。从而 x∈ QW(f1)且对任意的正整数k, f
k
1(x)∈

QW(f1), orb(x, f1)=X1 。再由引理 1知对任意的

正整数 k以及对包含 f
k
1(x)的任意邻域 U, 有

N(f
k
1(x), U)={n f

n
1(f

k
1(x))∈ U}为正上密度集 ,

从而为正上 Banach密度集。所以 (X1 , f1)是 E-系

统 , 从而是拓扑遍历的 。又 x∈ QW(f)-A(f), 所

以 (X1 , f1)不是极小的。由引理 2知 f1敏感依赖于

初值条件 , 从而 f1是修改的狄万内意义下混沌的。

注 3　在定理 1中若 x∈ W(f)-A(f), 定理 1

结论同样成立 。

定理 2　条件同定理 1, 在系统 f1:X1 ※ X1中 ,

以下结论成立 。

(1)拓扑弱混合 极度扩散 强扩散;

(2)弱扩散 扩散 。

证明　由定理 1的证明过程知 (X1 , f1)是 E-

系统 , 从而也是拓扑遍历系统。由文 [ 6]命题 4.1

知结论(1)成立 , 由文 [ 6]定理 4.11知结论 (2)成

立。

命题 1　f(RG(f)) RG(f), 并且对  n∈

N, RG(f
n
)=RG(f)。

证明　设 x∈ RG(f), 则 x为极小点 , 从而

f(x)为极小点 。所以对包含 f(x)的任一个邻域 U,

由 f的连续性知 , f
-1
(U)为 x的一个邻域 , 因此

存在 k∈ Z
+
使得 kZ

+
∈ N(x, f

-1
(U)), 即对  j∈

Z
+
, f
kj
(x)∈ f

-1
(U), 从而 f

kj
(f(x))∈ U, 即 f(x)

∈ RG(f)。由正规极小点的定义易知对  n∈ N,

RG(f
n
)=RG(f)。

命题 2　设 x∈ RG(f), 记 X2 =ω(x, f), f2 =

f ω(x, f), f2:X2  ?X2 ,则 x∈ RG(f2)。

证明　若 x∈ RG(f), 则 x∈ ω(x, f), 对包

含 x的任意开集 V X2 , 存在开集 U X, x∈ U使

得 V=U∩ X2。对开集 U, 由 x∈RG(f)知存在 k∈

Z
+
使得对  j∈ Z

+
有 f

kj
(x)∈ U, 又对  j∈ Z

+

6
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有 f
kj
(x)∈ ω(x, f)。从而 f

kj
(x)∈ ω(x, f)∩ U=

X2 ∩ U=V, 即 x∈ RG(f2)。

定理 3　若动力系统 (X, f)是完全拓扑传递的

且 RG(f)=X, 则对  n, m∈ N, 有 (f
n
)
m
=

f
n
×f

n
×… ×f

n

m

是双重拓扑遍历的。

证明　因为对  n∈ N, 由命题 1以及定理条

件知 RG(f)=RG(f
n
)=X, 从 (X, f

n
)而为 M-系

统 , 所以存在相对于 f
n
的不变概率测度 m具有满

支撑 , 即 Sm=X, Sm为 m的支撑。又 f
n
拓扑传递 ,

由引理 3知 f
n
是拓扑遍历的 。

因 f是拓扑传递的 , 对任意的非空开集 U, V存

在 n∈ N, 使得 f
-n
(V)∩ U≠ , 令 W=f

-n
(V)

∩ U。又RG(f)=X, 所以存在 x∈ W∩ RG(f)。对

于开集 W, 存在正整数 k, 使得 f
kj
(x)∈ W,  j∈

N。从 而 f
kj+n
(x)∈ V, f

kj+n
(x)∈ f

kj+n
(U), 即

f
kj+n
(U)∩ V≠ 。因 f

k
拓扑遍历 , 故存在正上密

度集 J, 使得对

 j∈ J, f
kj
(U)∩ f

-n
(U)≠ 

所以 f
kj+n
(U)∩ U≠ 。令 J

～

=kJ+n={kt+n 

t∈ J}, 则 J
～

为正上密度集 。对  l∈ J
～

, f
l
(U)

∩ ≠ , f
l
(U)∩ V≠ , 由文 [ 5]引理 1知 f是双重

拓扑遍历的 。

因 f是完全拓扑传递的 , 所以对  n∈ N, f
n
是

完全拓扑传递 , 又

RG(f)=RG(f
n
)=X

由上面的证明过程可知 f
n
是双重拓扑遍历的。由文

[ 5]引理 2知 ,  n, m∈ N, (f
n
)
m
是双重拓扑遍历

的 。

注 4　该定理推广了文 [ 5]定理 1。

以下考虑由 0, 1方阵所决定的有限型子转移

的拓扑传递属性 。

设 k≥2。记 S= {0, 1 , … , k-1}并赋以离

散拓扑 。S上的单边符号空间记作

∑k
={x=(x0x1…) xi∈ S,  i≥ 0}

在积拓扑下 ∑k是紧致可度量空间。本文恒取

它的拓扑度量为

ρ(x, y)=
0　　若 x=y

1

k
N　　若 x≠y, N=min{n xn≠yn}

令 σ:∑k
※ ∑k

为 ∑k
上的转移映射 , 即

σ(x0x1x2…)=(x1x2…),  x=(x0x1x2…)∈ ∑k
。

设 A=(aij)0≤i, j≤k-1为 k×k-0 , 1方阵 。A称

为不可约的 , 如果对任意 0≤i, j<k, 存在正整数

n, 使得 a
(n)
ij >0。并总假设其每一行和每一列都至

少有一个元素为 1。记

∑A
={x=(x0x1…)∈ ∑k

 ax
i
x
i+1
=1,  i≥ 0}

∑A是 ∑k的一个紧致子集 , 叫做由 A决定的有限

型子集。

记 σA=σ ∑A:∑A※∑A为方阵 A所决定的子

转移 。详细介绍见文 [ 7] 。

定理 4　设 σA:∑A※∑A是由 0-1方阵 A决

定的有限型子转移 , 则以下 9个条件等价

(1)σA拓扑强混合;(2)σAMild-混合;(3)

σA双重拓扑遍历;

(4)σA拓扑弱混合;(5)σA极度扩散;(6)

σA强扩散;

(7)σA扩散;(8)σA弱扩散;(9)σA完全拓

扑传递。

证明　只需证明若 σA是完全拓扑传递的 , 则

σA是拓扑强混合即可 。若 σA完全拓扑传递 , 则 σA

拓扑传递 , 从而 A是不可约的。由文 [ 7]第 5章命

题 3知 A上的有向图 G(A)中有一条闭路过 A的

所有顶点 , 因此由文 [ 7]第 5章命题 6知 Ψ(σA) =

∑A。再由文 [ 7]第 5章命题 7知P(σA)=Ψ(σA)

=∑A, 即当 0, 1-方阵 A不可约时 σA的周期点

在∑A中稠密 , 从而 σA的正规极小点在 ∑A中稠

密 , 由定理 3知 σA是双重拓扑遍历的 。即 σA完全

拓扑传递蕴涵 σA双重拓扑遍历的 。又 σA双重拓

扑遍历蕴涵 σA拓扑弱混合且 σA拓扑弱混合蕴涵

σA完全拓扑传递 , 所以 σA完全拓扑传递 , σA拓扑

弱混合和 σA双重拓扑遍历三者互相等价。 σA又拓

扑强混合与 σA拓扑弱混合等价 。故由注 2知结论

成立 。
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