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Beurling-Ahlfors扩张的非调和性
＊

孙宗 良
(中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:扩张的共形自然性刻画了扩张与单位圆的 Möbius变换群的相容性。构造反例证明了 Beurling-Ahlfors
扩张并非总是共形自然的 , 证明了拟共形调和粗糙等距扩张的共形自然性。作为应用 , 证明了 Beurling-hlfors扩

张的非调和性。

关键词:Beurling-Ahlfors扩张;共形自然;调和扩张

中图分类号:O174.51　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 (2007)02-0114-03

　　熟知同胚 h:S
1
※S

1
是拟对称映射当且仅当 h

是单位圆到自身的拟共形同胚的边界
[ 1]
。 Douady-

Earle
[ 2]
构造了一类扩张 (Douady-Earle扩张):对

给定的边界值 , 考虑其对应的概率测度 , 指定此概

率测度所对应的向量场的唯一的共形重心为给定边

界的扩张。 Douady-Earle扩张是共形自然的
[ 2]
, 即

与单位圆的 Möbius变换群是相容的。 Liu-Yao证明

了 Douady-Earle扩张并非总是调和的 (待发表)。

Royden首先考虑了如下问题:是否任意的边界同

胚都存在调和扩张。 Schoen
[ 3]
猜想对该问题的回答

是肯定的 , 即任意的边界同胚都存在调和扩张 。对

高维的情况 , Li-Wang
[ 4]
给出了 Schoen的上述猜想

的更自然的推广:对非紧的秩为 1的对称空间 , 定

义在其几何边界上的拟对称映射都可以唯一地扩张

为调和粗糙等距 , Li-Wang
[ 4]
还证明了他们的猜想

的唯一性 。 Li和 Tam
[ 5-6]

, Li等
[ 4-6]

, Markovi
[ 7]

等人做了很多关于这两个猜想的相关工作 。

本文将采用如下记号:记 D为单位圆 , 赋以

Poincaré度量 δD(z) dz =
2 dz 
1 - z 

2。为方便起见 ,

Poincaré圆盘可以是 (D, δD(z) dz =
2 dz 
1 - z 

2)或

(H, δH(z) dz =
 dz 
Imz
),其中 H为上半平面 。Rez、

Imz分别表示 z的实部 、虚部 。本文将证明(定理

1)拟共形调和粗糙等距扩张是共形自然的。 (引理

4)Beurling-Ahlfors扩张并非总是共形自然的。作为

应用 , 还证明(定理 2)Beurling-Ahlfors扩张的非调

和性。

引理 1　拟共形调和扩张是唯一的。

注　此引理的证明参考文 [ 5] (定理 1.1)。

事实上 , 文 [ 5]证明了:对给定的拟对称边界同

胚 , 其拟共形调和微分同胚扩张是唯一的。注意到

下列事实即可得到此引理:对调和映射 , 若其边界

是同胚 , 则是微分同胚 。

引理 2　设 w:(D, σ(z) dz 
2
)※ (D, ρ(w)

 dw 
2
)为调和映射 , f, g为任意两个 Möbius变

换。则 w f, g w也是调和映射。

证明　不失一般性 , 只证明 g w是调和映射。

记 u=g w, 则 g w成为 u:(D, σ(z) dz 
2
)※(D,

ρ(u) du 
2
)。从而只需验证 u=g w满足 Euler-

Lagrange方程

τ(g w)=τ(u)=uz z+(logρ(u))uuzu z=0

由于 g是共形的 , 故 gw= gw=0。由链式法则

可得

τ(g w)=τ(u)=uzz+(logρ(u))uuzuz=

(gwwz+g w wz) z+(logρ(u))u(gwwz+

gw wz)(gwwz+gw wz)=

(gwwz)z+(logρ(u))u(gwwz)gwwz)=

gwwzz+
ρu
ρ
g
2
wwzwz=

gw(wzz+
ρu
ρ
gwwzwz) (1)

同样由链式法则 , 得

ρw =ρggw+ρg gw =ρggw

从而
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τ(w)=wzz+(logρ)wwzwz=

wzz+
ρw
ρ
wzwz=wzz+

ρugw
ρ
wzwz=0 (2)

联合(1), (2)式即得 τ(u)=0。这样证明了 u=g 

w是调和的。类似可证 w f也是调和的。

引理 3　对边值映射 h:S
1
※S

1
, 其拟共形调

和扩张 E(h)是共形自然的 。

证明　由定义 , 称扩张 E(h)是共形自然的 ,

如果对任意的 Möbius变换 f:D※D和 g:D※D,

都有

E(g h f)=g E(h) f

成立。易见 , 这等价于对任意的 Möbius变换 f:D

※D和 g:D※D, 都有

E(g h)=g E(h),

E(h f)=E(h) f

同时成立。

不失一般性 , 证明对任意的 Möbius变换 f:D

※D和 g:D※D, 都有 E(g h)=g E(h)成立 。对

Möbius(共形)变换 g:D※D, 由于是 E(h)拟共

形调和扩张 , 故 g E(h)是拟共形的。又由引理 2

知 , g E(h)是调和的。从而 g E(h)是拟共形调和

的 。易见 g E(h)以 g h为边值 ,故由引理 1的唯

一性 , 得

E(g h)=g E(h)

定理 1　对非紧的秩为 1的对称空间 , 设 h为

其几何边界上的任意拟对称映射 , 则 h的拟共形调

和粗糙等距扩张是共形自然的 。

证明　设 ψ(h)是 h的拟共形调和粗糙等距扩

张 。如前所述 , 只需证明:对任意的 Möbius变换

f:D※D和 g:D※D, 都有

ψ(g h)=g ψ(h),

ψ(h f)=ψ(h) f

同时成立。

不失一般性 , 以下证明:对任意的 Möbius变

换 g:D※D, 都有

ψ(g h)=g ψ(h)

成立。 g:D※D是 Möbius(共形)变换 , 又 ψ(h)是

拟共形调和粗糙等距扩张 , 故 g ψ(h)是拟共形的 。

由引理 2知 , g ψ(h)是调和的 。从而 g ψ(h)是拟

共形调和的 。由粗糙等距的定义([ 4] , 定义 1.1)

知 , 对任意的粗糙等距 χ, 对任意的 Möbius变换 f:

D※D和 g:D※D, g χ和 χ f也是粗糙等距。故 g

 ψ(h)是拟共形调和粗糙等距 。由于 g ψ(h)以 g 

h为边值 , 由拟共形调和粗糙等距扩张的唯一性
[ 4]

知 , ψ(g h)=g ψ(h)。

引理 4　Beurling-Ahlfors扩张并非总是共形自

然的 。

证明　事实上 , Beurling-Ahlfors扩张是仿射自

然的
[ 8]
。我们构造一个例子说明 Beurling-Ahlfors

扩张可以不是共形自然的。

现在构造这样的例子。设

Aut(H)={z ※
az+b
cz+d

:a, b, c, d∈ R, ad-bc=1}是

上半平面 H的自同构群 。已熟知 Aut(H)是 H到自

身的共形变换群。设 A(z)=z, B(z)=
z-1
z+1
, 以下

将证明:对某些 z∈ H, Υ(A h B)(z)≠A Υ(h)

 B(z), 其中 Υ(h)表示边界同胚 h:R※ R的

Beurling-Ahlfors扩张 。简单计算知

r1 =Re(Υ(A h B)(z))=
1
2y∫

x+y

x-y
h(
t-1
t+1

)dt,

r2 =Re(A Υ(h) B(z))=

(x+1)
2
+y

2

4y ∫
x2+y2+2y-1
(x+1)2+y2

x2+y2-2y-1
(x+1)2+y2

h(t)dt

取 z=-3+i, 即 x=-3 , y=1。取 h(x)=x,若 x

≤0;取 h(x)=kx,若 x>0。则

r1 =k(1+log3)≠r2 =
18

5
k

引理得证 。

定理 2　Beurling-Ahlfors扩张并非总是调和的。

证明　反证法 。假设 Beurling-Ahlfors扩张是调

和的 。由于 Beurling-Ahlfors扩张是拟共形的 , 故

Beurling-Ahlfors扩张是拟共形调和的 , 这样由引理

3知 , Beurling-Ahlfors扩张是共形自然的 , 这与引

理 4矛盾 。
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Non-harmonicityofBeurling-AhlforsExtensions

SUNZong-liang

(SchoolofMathematicsandComputationalScience, SunYat-senUniversity,

Guangzhou510275 , China)

Abstract:Theconformalnaturalityofextensionscharacterizesthecompatibilityofextensionswiththegroupof

Möbiustransformationsoftheunitdisk.Inthispaper, acounterexampleisconstructedtoshowthattheBeurling-

Ahlforsextensionisnotalwaysconformallynatural.Theconformalnaturalityofquasiconformalharmonicroughiso-

metricextensionsisproved.Asanapplication, thenon-harmonicityoftheBeurling-Ahlforsextensionisshown.

Keywords:Beurling-Ahlforsextension;conformalnaturality;harmonicextension
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ApplicationsofSpatio-TemporalForecastingtoForestFirePrevention

WANGJia-qiu, CHENGTao

(SchoolofGeographyandPlanning, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Astochastictimeseriesmodelwasconstructedtocapturethetemporalcharacteristicsofeachspatially

independentsubcomponent.Thenadynamicrecurrentneuralnetwork(DRNN)wasbuilttodiscoverthehidden

spatialcorrelation.Finally, thepreviousindividualtemporalandspatialforecastswerecombinedbaseduponsta-

tisticalregressiontoproductthefinalforecastingresult.Theresultsindicatedthattheforestfirecouldbeforecasted

exactlyandeffectivelybytheproposedmethod.Detaileddiscussionsontheperformanceandthetrainingprecision

ofthemodelwerepresented, andthefeasibilityofforestfireforecastingwasanalyzed.ISTIFFhadcomprehensive

applicationvalueintheforecastofforestfire.

Keywords:spatio-temporalforecasting, forestfireprevention;dynamicrecurrentneuralnetwork
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