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摘　要:讨论非线性时标动态系统的定性分析。首先讨论了 2个基本性质 , 并提出了容许曲线的概念。根据步

差函数 μ( t) , 时标动态方程的右端函数 z( t)可分为离散和连续 2种情况 , 离散点时将在不同容许曲线上跳动 ,

连续情况将沿着容许曲线前进。在此基础上 , 对平面时标动态 Vo lterra竞争模型进行定性分析。用时标动态方程

进行模拟自然界中的两种群竞争 , 当争夺环境资源时将在有限时间内其中一种群会突然死亡。
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　　时间标度演算法 ———测度链微积分(The calcu-

lus o fM easure Chains)是将微分与差分方程理论统

一的演算理论 。自 1988年提出之后
[ 1 -2]
引起了许

多学者关注
[ 3 - 5]

, 发展成为一种新理论:“时标动

态理论 ”
[ 6 - 8]

。

LIU和 ZHU
[ 8]
在特殊周期时标下对常系数线性

时标动态方程进行过定性分析 。但尚未见文献研究

非线性驻定时标动态方程的定性理论 。本文将对驻

定时标动态方程给出进行定性分析的基本性质 , 提

出了容许曲线的概念 。在此基础上 , 对平面时标动

态 V olterra竞争模型进行区域定性分析 。

1　时标微积分

时标 T是实数 R上的非空闭集。对 t∈ T , 定

义前跳算子 σ和后跳算子 ρ及步差函数 μ:

ρ(t) = sup{s∈ T:s < t},

σ(t) = inf{s∈ T:s >t}, μ(t) =σ(t) - t

对 t∈ T , 对满足 σ(t)≥ t;ρ(t)≤ t及 ρ(t) <t <

σ(t)和 ρ(t) =t =σ(t)分别称 t是右发散 、 右稠

密;左发散 、左稠密及孤立 、 稠密的 。

对 t∈ T , 称 f
Δ
(t)为函数 f(t):T →R在 t点的

H ilge r导数 , 或称 Δ导数 (若它存在的话 ):若对

任意的 ε>0, 存在 t邻域 U使得对 s∈U , 有

[ f(σ(t)) - f(t)] - f
Δ
(t)(σ(t) - s) ≤

εσ(t) - s

此时 , 称 f(t)在 t点 Δ可微 。

引理
[ 6]
　设函数 f(t):T → R , t∈ T

1)如果函数 f(t)在 t点 Δ可微 , 则 f(t)在 t点

连续 。

2)如果函数 f(t)在 t点连续 , 且 t是右发散

点 , 则 f(t)在 t点 Δ可微 , 且此时 f
Δ
(t) =

f(σ(t)) - f(t)
μ(t)

。

3)如果 t是右稠密的 , 那么函数 f(t)在 t点 Δ

可微 , 当且仅当极限 lim
s→t

f(t) - f(s)
t - s

存在 , 且此时

f
Δ
(t) = lim

s→t

f(t) - f(s)
t - s

4)如果 f
Δ
(t)≥ 0 , 则函数 f(t)是非递减的。

如果存在函数 F:T →R , 使得对所有的 t∈ T ,

有 F
Δ
(t) = f(t) , 则称 F (t)为 f(t)的原函数。

f(t)从 a ∈ T到 b ∈ T的柯西积分定义为

∫
b

a
f
Δ
(t)Δt =F(b) - F(a)

称函数 f(t):T → R是右稠连续的 , 如果在所

有右稠密点连续且在所有左稠密点的左极限存在 ,

记所有右稠密连续函数构成的集合为 Crd =Crd(T ,

R)。而称多元函数 f:T ×S → S是右稠密连续的 ,

若对任意连续函数 x:T → S , g(t) =f(t, x(t))是右

稠密连续的。

可以证明
[ 6]
右稠密连续函数有原函数 , 由此

可定义柯西积分

∫
b

a
f
Δ
(t)Δt =f(b) - f(a)
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2　驻定时标动态方程的定性分析

考虑驻定时标动态方程:

z
Δ
=Z (z), z ∈ D  R

n
, t ∈ T (1)

其中 , Z (z)是 z的连续函数。

对 t∈ T , 方程(1)可分 2种情况进行分析:

(1)μ(t) =0时 , 方程 (1)变为在区间 [ t,

t
*
]  T上连续时间 t的微分方程:

dz
dt
=Z (z) (2)

(2)μ(t)≠ 0时 , 方程(1)可改写为:

z(σ(t)) =z(t) +Z (z(t))μ(t) (3)

因此 , 对比驻定微分方程所定义的动力系统的

性质有:

性质 1　驻定时标动态方程 (1)的右端函数

Z (z)可唯一确定相空间 (z)中的向量场 , 对任何 t

∈ T ,

(1)当 μ(t) =0时 , 为对应连续微分方程(2)

的轨线的切线方向 , 并沿着其轨线前进;

(2)当 μ(t) ≠0时 , z(σ(t))由式 (3)确定 ,

即沿向量场方向前进或后退 μ(t)距离 。

依据基本性质 1, 时标动态方程 (1)的解

z(t) , t∈ T在相空间 (z)中同样是方程 (1)的轨线 ,

可以是离散点或极限点 z(t) , 也可以是连续轨线

段 z(t), t∈ [ t* , t
*
] , 此连续轨线段属于开始点相

同的微分方程(2)的轨线的一段。为清楚区别时标

方程(1)的轨线和微分方程 (2)的轨线 , 本文把微

分方程 (2)的轨线称为时标方程 (1)的容许曲线 ,

即时标方程 (1)的连续轨线为其容许曲线中的一

段 。

现进一步讨论非线性驻定时标动态方程(1)在

相空间 (z)上对应的连续时间段的解与离散时间点

的解的区别 , 这也是微分方程 (2)和离散方程 (3)

的解的区别 。因对微分方程(2), 其方向场充满整

个相空间 , 即轨线族充满整个相空间 , 且只有线性

微分方程的解才是直线段 。因此 , 对非线性驻定时

标动态方程 (1), 其时标在连续时间段时将沿着容

许曲线前进 , 而离散时间点时则从一条容许曲线上

跳到另一条容许曲线上。只有容许曲线是直线时才

在同一条容许曲线上 。根据这些分析可得

性质 2　非线性驻定时标动态方程 (1)在相空

间 (z)上 , 其时标在连续时间段时将沿着同一容许

曲线前进;而离散时间点时则在不同容许曲线上跳

动 , 只有容许曲线是直线或螺旋状时才在或可能在

同一条容许曲线上。

应用基本性质 1和性质 2, 可以对具体的非线

性驻定时标动态方程进行定性分析。

3　平面时标动态 Vo lterra竞争模型的

区域定性分析

现讨论在时标上的两种群 V olterra竞争时标方

程:

x
Δ
=x(a - by)　x≥ 0

y
Δ
=y(c - dx)　y ≥ 0

(4)

其中 , a , b, c, d均为正数 。

对任意 t∈ T , 当 t右稠密即 μ(t) =0情形 , 存

在 T上的最大区间 [ t, t
*
]  T , 在其上时标方程

(4)变为微分方程

dx

dt
=x(a - by)　x ≥ 0

dy

dt
=y(c - dx)　y ≥ 0

(5)

用分离变量法得到解的关系式:

y
a
e
-by
=Kx

c
e
-dx

(6)

平衡点有 (0, 0)和 (c /d , a /b) , 其中 , (0, 0)为

不稳定结点 , x =0和 y =0为轨线 , (c /d , a /b)为

鞍点 。利用 Vo lte rra作图分析技巧或等倾斜线分析

方法得到趋于鞍点 (c /d , a /b)的两条轨线即方程

(4)的容许曲线;并将第一象限划分为其轨线趋于

x=0和 y =0的两个区域。这样得到了或趋于 x =0

或趋于 y =0的 (4)的两容许曲线族 。如图 1所示 ,

其中参数为 a =1, b=1 /3, c=3 , d =1 /5, 且

u =K x
c
e
-d x
, w =y

a
e
-by
,K =0.01

而当 t右离散即 μ(t)≠ 0情形 , 时标方程 (4)

直接有解:

x(σ(t)) =x(t) +x(t)(a - by(t))μ(t)

y(σ(t)) =y(t) +y(t)(c - dx(t))μ(t)
　(7)

对具体时标 T, 从 t0∈ T开始 , 如 μ(t0)≠0则

用(7)式求得 (x(σ(t0)), y(σ(t0)));如 μ(t0) =

0 , 则取 t1 = sup{t:[ t0 , t]  T}, 在过 (x(t0),

y(t0))的(6)的闭容许曲线中截取 [ t0 , t1 ] 的轨线

段(x(t0), y(t0)) ～ (x(t1), y(t1)), 然后再用 (7)

式求得离散点 (x(σ(t1)), y(σ(t1))) , 如此类推 ,

逐步推进 。在推进过程中根椐方程特性需要满足

x(t)≥ 0且 y(t)≥ 0 , 对(6)式由于 x =0及 y =0

均是方程的解其轨线不能越过 x轴和 y轴而始终停

留在第一象限 , 因此容许曲线族均满足要求 x(t)

≥ 0且 y(t)≥ 0 , 但对(7)式则可能存在 x(t) <0

或 y(t) <0的情形 , 此时应作 x(t) =0或 y(t) =

0处理 , 即其中一种群绝灭 , 此种情况称为方程

(4)突然在有限时间死亡。除种群突然死亡外 , 时

标方程(4)的轨线一般是逐渐趋于 x =0或 y =0,

8
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即一种群获胜生存而另一种群绝灭;极为特殊的情

形如图 (1)所示 , 仅存在两条轨线趋于平衡点

(c /d , a /b)。

现进一步讨论时标方程 (4)的解的渐近性态 。

对于微分方程 (5), 已知其轨线为满足关系式 (6)

的一族曲线 , 即 (4)的容许曲线。容许曲线中有且

仅有两条趋于平衡点 (c /d , a /b)且此两条容许曲线

连同其平衡点称为特殊边界 , 它在第一象限内 , 将

第一象限划分为上 、 下两个区域。在上区域中的容

许曲线均逐渐趋于 x =0, 即 x种群逐渐减少至绝

灭;在下区域中的容许曲线则均逐渐趋于 y =0,

即 y种群逐渐减少至绝灭 。而对时标方程 (4), 由

性质 1知当时标 t∈ T为连续区间上的值时 , 为某

一容许曲线中的一段;而时标 t∈ T为离散时间点

时则从一条容许曲线上跳到另一条容许曲线上 , 只

有容许曲线是直线时才在同一条容许曲线上。由于

离散时间点的跳动 , 时标方程 (4)的解可能会越过

特殊边界 , 从一个区域跳至另一个区域。除极个别

会逐渐或突然跳向平衡点 (c /d , a /b)外 , 一般会趋

向两侧 , 逐渐或突然跳向 x =0或 y =0。

随 T中 t的逐渐增大 , 其对应的 K值为一串

K 0 , K 1 , K 2 , … , 且 K i+1≠K i。于是有

定理　Vo lte rra竞争时标动态方程 (4)的轨线

必属于由 K确定的闭容许曲线族 (6)中的一段或一

点 , 且随着 T中 t的逐渐增大而有

(1)当 K i有限或无限但有上限时 , 如果时标

方程(4)不突然跳向平衡点 (c /d , a /b)或突然死亡

于 x =0或 y =0, 则它趋于某容许曲线 , 且最后趋

于 x =0或 y =0;

(2)当 K i无限递增时 , 其时标动态方程 (4)

的解将使某种群突然死亡 , 即在有限时间使 x =0

或 y=0, 特殊情况是趋于 x =0或 y =0或趋于平衡

点 (c /d , a /b)。

4　应用实例

图 1至图 4是当参数为 a =1, b =1 /3, c=3,

d=1 /5时的在不同时标下的 Vo lterra竞争时标动态

方程(4)的相图 。其中图 1的时标动态方程 (4)为

微分方程 , 其时标为实轴 , 没有离散点 , 即对任意

t∈ T , 均有 μ(t)=0。图 2和图 3是其线段长均为 l

=0.1, 离散距离分别为 h =0.03和 h =0.1的等周

期时标;而图 4则是变周期时标 , 开始时周期和图

3一样 , 线段长为 l=0.1, 离散距离分别为 h =

0.1, 以后则每一周期其离散距离较前一周期乘以

因子 c=1.1。图 1至图 4中的 10条轨线的初始点

均一样 , 为

(0. 5, 0. 08), (1, 0. 165), (1, 0. 16), (1,

0.155), (1, 0. 13), (29, 14), (29 , 13. 3), (29, 13),

(29, 12. 8), (29, 12)

图 1　连续时标下的 Vo lterra竞争时标动态方程

F ig. 1　Volte rra com petitive sy stem on continuous

tim e-sca les

图 2　线段长均为 l=0. 1, 离散距离为 h =0. 03的等

周期时标下的 Vo lterra竞争时标动态方程

F ig.2　Vo lterra compe titive system on tim e sca le s of

l=0.1, h =0.03

从图中可看出 , 图 1连续时标和图 2小距离 h

=0.02离散周期时标的轨线一样 , 第 1、 2、 3条

轨线趋于 x =0;第 4、 5条轨线趋于 y =0;第 6、 7

条轨线又趋于 x =0;第 8、 9、 10条轨线则趋于 y

=0。

但对图 3的大距离 h =0.1的离散周期时标的

轨线 , 第 1、 2、 4、 5、 6、 7、 8、 9、 10条轨线仍

和图 1、图 2一样趋于 x =0或 y =0;但第 3条轨

线则中途改变方向 , 由趋向 x =0改为趋向 y =0。
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图 3　线段长均为 l=0. 1, 离散距离为 h=0. 1的等

周期时标下的 Vo lte rra竞争时标动态方程

　　F ig. 3　Volte rra com petitive sy stem on tim e-scales o f sca le s

of l=0.1, h=0.1

图 4　线段长均为 l=0. 1, 离散距离为 ch, c=1.1的

变周期时标下的 Vo lterra竞争时标动态方程

F ig. 4　Vo lte rra com petitive sy stem on tim e scales o f

l=0. 1, c=1.1, h0=0. 1

而对图 4的大距离 h =0.1的变周期时标 , 其

离散周期因子为 c=1.1时 , 则第 1、 4、 5、 6、 7、

8、 9、 10条轨线仍和图 1、图 2一样趋于 x =0或 y

=0;第 2、 3条轨线均中途改变方向 , 由趋向 x =

0改为趋向 y =0。与图 3又不同。

此外 , 具离散周期时标的上述轨线均在有限时

间突然死亡。如图 2的线段长为 l=0.1、 离散距离

为 h =0.02的小距离离散周期时标的轨线 , 对应于

上述初始点的 10条轨线 , 它们分别在下面所列的

循环次数时突然死亡:

27、 32、 37、 36、 30、 27、 24、 25、 22、 18

对一般的 V olterra竞争时标动态方程

x
Δ
=x(a - bx - cy)　x≥ 0

y
Δ
=y(d - ex - fy)　y ≥ 0

亦可得到类似结纶 。

根据定理可以解释:用时标动态方程进行模拟

自然界中的两种群竞争 , 当争夺环境资源时将在有

限时间内其中一种群会突然死亡 。而用常微分方程

进行模拟 , 则必需时间趋于无穷时才能逐渐趋于 x

=0或 y =0。
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2. Institute ofM athematics and Info rmation Techno logy, Hanshan Normal University, Chaozhou 521041, Ch ina;
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Abstract:A pub lic e lec tronic auction scheme based on shortg roup signa ture is designed, which is the first scheme

of the app lications of the pairing-based cryp tography on electronic auctions. Compa ring w ith forme r auction schemes

based on g roup signa tures, the new one satisfies allm ain prope rties of common secu re pub lic auction schemes, and

its communication and storage are much low er. A t last, a sealed-bid auction scheme is propo sed, which is trans-

fo rmed from the public one and satisfies the property of rela tive bid privacy.

Key words:electronic auction;g roup signature;pairing
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Qualitative Analysis on a Type of Competitive Dynam ic System on Tmi e-scales
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Abstract:Qualitative ana ly sis o f non linear dynam ic sy stem on tim e - sca les is studied. Tw o properties are firstly

discussed , and the concept “ con tain curve” is brough.t B ased on the g ra in iness functionμ(t) , function z(t) o f

dynam ic system on time - sca les can be div ided in to two cases;z(t) jumps from one contain curve to ano ther in dis-

crete points. Wh ile z(t) is along conta in curve in con tinuous tim e t. Then the planarVo lterra compe titive sy stem on

time - sca les is qua lita tively ana lyzed. App ly ing the conclusion to the competition be tw een tw o popu lations, the

death of one population in finite time can be explained.

Key words:dynam ic system on time-scales;qualitative analysis;Vo lterra compe titive system
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