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Bergman空间上的 Toeplitz算子与 Berezin变换
＊

钟巧 红
(嘉应学院数学系 , 广东 梅州 514015)

摘　要:利用 f的 Berezin变换  f给出了单位球上 Bergman空间上的 Toeplitz算子有界及紧的充要条件 , 即:设 f

∈ BMO1(B)。则 T
f
在 L2

a
(B)上有界当且仅当  f有界;T

f
在 L2

a
(B)上是紧的当且仅当  f(z)※ 0(z※ B)。
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1　相关记号

记 n维复空间 C
n
的单位球为 B, H(B)为单位

球 B上全体解析函数所构成的空间 , 用 〈z, w〉

表示 C
n
的内积 , 其定义为 〈z, w〉 =∑

n

j=1
zj wj, z=

(z1 , …, zn), w=(w1 , … , wn)。B上规范化的 Lebe-

sgue测度记为 dv。当 1≤p<∞时 , B上 p方可积

的可测函数全体构成的空间记为 L
p
(B)。称

L
p
a(B)=L

p
(B)∩ H(B)为 Bergman空间 , 在范数

‖ f‖
p
p=∫B f(z) pdv(z)<∞下 , Lpa(B)是一个

Banach空间。当 p=2时 , L
2
a(B)是一个 Hilbert空

间 , 其内积为 〈f, g〉=∫Bf gdv。记 L2a(B)的再生核
为 Kz, 其中 Kz(w) =

1

(1 -〈w, z〉)
n+1 。由于

‖ Kz‖
2
2 =〈Kz, Kz〉 =Kz(z)=1/(1- z 

2
)
n+1
, 其

规 范 化 的 再 生 核 为 kz(w)=
Kz(w)
‖Kz‖ 2

=

(1 - z 
2
)
n+1
2

(1 -〈w, z〉)
n+1 。易验证 kz∈ L

2
a并且 〈kz, kz〉 =

∫B kz 2dv=1 。令 φz(w)=
z-Pzw-szQzw

1 -〈w, z〉
, 其中

z, w∈ B, Pz(w)表示 w在 z张成的线性空间上的投

影 ,即 P0(z)=0,当 z≠0时 , Pz(w)=
〈w, z〉z
 z 

2 ,而 Qz

=1 -Pz, sz= 1 - z 
2
,则 φz为 B上的解析自同

构 。对于 p≥ 1 , 如果 f∈ L
p
(B)且sup

z∈ B∫B f(w)-
 f(z) 

p
 kz(w) 

2
dv(w)]

1
p <+∞, 则称 f∈

BMO
p
(B)。定义

‖f‖ BMOp =supz∈ B∫B f(w)- f(z) p kz(w) 2

dv(w)]
1
p , ‖f‖ p=‖f‖BMOp+  f(0) 。

记 β(·, ·)为 B上的 Bergman度量 (参见文 [ 1]

与 [ 2] )。又记 E(z, r)={w:β(z, w)<r}。对 E 

B及 B上的可测函数 f, 置  E =∫Edv, fE =
1
 E ∫Ef(w)dv(w)。给定 r>0, 记  f(z)=fE(z, r) =

1
 E(z, r) ∫E(z, r)f(w)dv(w)。由文 [ 2] 中定理 1可知

f∈ BMO
p
(B) 的 充 要 条 件 是 Ip(f) =

sup
z∈ B
{

1
 E(z, r) ∫E(z, r)  f(w)- f(z) 

p
dv(w)}

1
p <

+∞对任一(或某一)r>0成立 ,此时 ‖ f‖BMPp ～

Ip(f)。又由文 [ 2] 中定理 5可知 ,当 q>p≥ 1时有

L
∞
(B)  BMO

p
(B)  L

p
(B), BMO

q
(B)  

BMO
p
(B) BMO

1
(B)。

定义 B上的 Bloch空间 β为

β(B)={h∈ H(B)并且 ‖ h‖ =sup
z∈ B

(1 - z 
2
)  h(z) <∞}

‖· ‖只是 β上的一个半范 , 其范数由 ‖ h‖ β =

 h(0) +sup
z∈ B
(1 - z 

2
)  h(z) 给出 。在此范

数下 , Bloch空间 β是一个 Banach空间。

设 P是 L
2
(B)※ L

2
a(B)的正交投影 , 则

P(h)(z)=∫B h(w)
(1 -〈z, w〉)

n+1dv(w)。

设 f∈ L
1
(B), u∈ H

∞
。Toeplitz算子 Tf定义为

Tfu(z)=P(fu)(z)=∫B f(w)u(w)
(1 -〈z, w〉)

n+1dv(w)
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设 S是 L
2
a(B)上的有界算子 , 则 S的 Berezin

变换  S定义为
[ 3]
 S(z)=〈Skz, kz〉。由定义可知如

果 S是有界算子 , 则  S是 B上的有界函数 。另外 ,

由于当 z趋近于球的边界  B时 , kz弱趋近于 0, 从

而当 S是紧算子时 , 则  S※ 0(z※  B)。对 f∈

L
1
(B), f的 Berezin变换定义为(参见 [ 3] )

 f(z)= Tf(z)=∫Bf(w) kz(w) 2dv(w)
当 f∈ BMO

1
(B)时 , 本文得到了 Toeplitz算子

在 Bergman空间上为有界算子及紧算子的充要条

件 。推广了文献 [ 4]的结论 。整篇文章都用 C表示

常数 , 并且在不同的地方表示的值可以不一样 。

2　几个引理

引理 1
[ 5]
　给定 r>0,则存在仅与 r有关的常

数 C,对任意 z∈ B, w∈ E(z, r)成立
1

 E(z, r) 
≤

C kz(w) 
2
。

引理 2　设 f∈ BMO
1
(B),则  f有界当且仅当  f

有界。

证明 　设 z∈ B, w∈ E(z, r), 则由引理 1可

得

  f- f ≤ 1
 E(z, r) ∫E(z, r) f(w)- f(z) 

dv(w)≤C∫E(z, r) f(w)- f(z) ·
 kz(w) 

2
dv(w)≤C‖f φz- f(z)‖ 1

从而  f有界当且仅当  f有界 。

引理 3
[ 6]
　设 t>-1, z∈ B, c是实数 。令

Ic, t(z)=∫B (1 - w 
2
)
t
dv(w)

 1 -〈z, w〉 
n+1+t+c。则当 c<0时 ,

Ic, t(z)在 B中 有界;当 c= 0 时 , Ic, t(z)～

log 1
1 - z 

;当 c>0时 , Ic, t(z)～(1 - z )
-c
。

应用引理 3, 还有如下引理:

引理 4　假设 p与 ε是正数并且满足 p>n+2

以 及
1

P
< ε <

1

n+1
p-1
p
。 则 有 ∫B

(1 - λ 
2
)
-(n+1)εp-1

p

 1 -〈z, λ〉 
2[ n+1

2
(n+1)] εp

p-1
dv(λ)在 B中有界 。

证明　设 p与 ε是正数 ,令 t=-(n+1)ε
p
p-1

及 c=
1
p-1

[ (n+1)-2(n+1)ε] -2(n+1)ε+

(n+1)ε
p
p-1

。则 2[
n+1
2
-(n+1)ε]

p
p-1

=n+

1 +t+c。由于 -t=(n+1)ε
p
p-1

<(n+1)
p
p-1

×
1

n+1
p-1
p
=1,从而 t>-1。又由于

c= 1
p-1

[ (n+1)-2(n+1)ε] -2(n+1)ε+(n

+1)ε
p
p-1

=(n+1)(
1 -2ε+pε-2pε+2ε

p-1
)=

(n+1)
1 -εp
p-1

<0。由引理 3可得引理 4的证明。

引理 5　设 f∈ BMO
1
(B)。如果 f(z)是有界的 ,

则对任意的 p≥ 1 ,有 ‖Tfoφz1‖p <∞。

证明　对于解析函数 g, 其 L
p
范数等价于

 g(0) +‖(1 - z 
2
 g(z)‖p。从而

‖g‖p≤C( g(0) +‖(1- z 
2
 g(z)‖ p)

≤C( g(0) +sup
z∈ B
‖(1 - z 

2
 g(z)‖)

≤C‖g‖ β

由于 f∈ BMO
1
(B),故对所有的 z∈ B,有 f φz

∈ BMO
1
。由文 [ 7]可知 Bergman投射 P是从

BMO
1
到 Bloch空间 β中的有界算子。从而 P(f φz)

∈ β 。因此

‖P(f φz)‖ p≤C‖P(f φz)‖ β ≤

C ‖P(f φz)‖  1 =C( f φz(0) +

sup
z∈ B
‖f φz φw -f φz(w)‖ 1)=

C(  f(z) + sup
φz(w)∈ B

‖f φφz(w)- f(φz(w))‖ 1)=

C(  f(z) +sup
u∈ B
‖f φu- f(u)‖ 1)

故由 f∈ BMO
1
(B)及  f(z)是有界的可知对任

意的 p≥ 1, sup
z∈ B
‖ Tf φz1‖ p<∞。

引理 6　设 Tf在 L
2
a(B)上的有界算子并且 f(z)

※ 0(z※ B)。则 Tfoφz1弱收敛于 0(z※ B)。

证明　对 z∈ B,定义 Uz:L
2
a(B)※L

2
a(B)如下:

Uzf=(f φz)kz,  f∈ L
2
R(B)。由于(JRφz)= kz(w)

 
2
(文献 [ 6]中定理 2.26)。作变量代换 ρ=φz(w),

(参见文 [ 8] )有

〈Uzf, Uzg〉 =∫B(f φz)(w)kz(w)·
(g φz)(w)kz(w)dv(w)=∫Bf(ρ)g(ρ)dv(ρ)=〈f, g〉
其中 , g∈ L

2
a(B)。再利用 kz φz(w)=

1
kz(w)

(参见文 [ 8] )可知

〈f, Uzg〉 =∫Bf(w)(g φz)(w)kz(w)dv(w)=

∫B(f φz)(ρ)kz(ρ)g(ρ)dv(ρ)=〈Uzf, g〉
从而 Uz为自伴的酉算子 。由  f(z)※ 0(z※ B)可

知 UzTfUz1弱收敛于 0(z※  B),即 Tfoφz1弱收敛于

0(z※  B)。

9
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引理 7　设 f∈ BMO
1
(B)。如果  f(z)※ 0(z※

 B),则 ‖ Tfoφz1‖ 2 ※ 0(z※ B)。

证明　对于 0≤r<1, 由于

‖Tfoφz1‖
2
2 =∫B r B Tfoφz1(w) 2dv(w)+

∫r B Tf φz1(w) 2dv(w)=I1(z)+I2(z)
由引理 5及 Cauchy-Schwartz不等式可知

I1(z)≤(∫B r B Tfoφz1(w) 4dv(w))1 /2·
(∫B r B1dv(w))1 /2 ≤ ‖Tfoφz1‖ 2

4(1 -r
2
)
1 /2

≤C(1 -r
2
)

1/2

让 r充分接近于 1, 则可以使 I1(z)任意小 。对

同样的 r由引理 6可知 Tfoφz1在 B的紧子集上一致收

敛于 0。让 z※ B可以使 I2(z)充分小 。综合上述讨

论 ,可知当 z※ B时有 ‖ Tf φz1‖ 2 ※ 0 。

引理 8　设 f∈ BMO
1
(B),如果  f(z)※ 0(z※

 B)。则对所有的 p≥ 1, ‖ Tf φz1‖ p※ 0(z※ B)。

证明 　对于 p< 2, 我们有‖ Tf φz1‖ p ≤

‖Tf φz1‖ 2。由引理 7可知 ‖ Tf φz1‖p※ 0(z※ B)。

对于 p>2, 则由 Hölder不等式可得 ‖ Tf φ
z
1‖

p
p

≤‖Tf φ
z
1‖ 2‖ Tf φ

z
1‖

p-1
2p-2。由于 2p-2>2≥1, 从

而由引理 7与引理 5可得引理 8的证明。

应用文 [ 4]中引理 3.2的证明方法 , 可得如下

引理 9:

引理 9　如果 f∈ BMO
1
(B), 则下列成立:

(a)(TfKz)(u)=Kz(u)P(f φz)(φz(u));

(b)‖TfKz‖2 =‖Tfoφz1‖2;

(c)Tfoφ
z
是 L

2
a(B)上的有界算子 。

3　主要结果及其证明

定理 1　设 f∈ BMO
1
(B)。则  f有界当且仅当

Tf在 L
2
a(B)上是有界算子 。

证明　若 Tf在 L
2
a(B)上是有界算子 , 则显然

 f有界。相反 , 假设  f有界 , 由于 f∈ BMO
1
(B),故

‖ f φz(t)- f(z)‖ 1 <∞。对 z∈ B,应用变量代换

w=φz(t)有

 f(z)-  f(z) =∫B( f(w)-  f(z) ) kz(w) 2

dv(w)≤∫B f(w)- f(z)  kz(w) 2dv(w)=∫B
( f φz(t)- f(z) )dv(t)=‖f φz(t)- f(z)‖ 1

<∞

即sup
z∈ B
 ( f (z)-  f(z) )<∞。又由于 f有界

及

  f(z) = ∫Bf(w) kz(w) 2dv(w) ≤

∫B f(w)  kz(w) 2dv(w)=  f (z),
从而  f 是有界函数。又由于  f ≥ 0,从而由文

[ 9] 可知 T f 是有界算子 ,故易知 Tf在 L
2
a(B)上也

是有界算子。

由定理 1及引理 1即得如下推论:

推论 1　设 f∈ BMO
1
(B), 则  f有界当且仅当

Tf在 L
2
a(B)上是有界算子。

下面用 Berezin变换来刻画 Toeplitz算子在

L
2
a(B)上为紧算子的充要条件 。

定理 2　设 f∈ BMO
1
(B)。 f(z)※ 0(z※  B)

当且仅当 Tf是 L
2
a(B)上的紧算子。

证明 　若 Tf是 L
2
a(B)上的紧算子 ,则显然 f(z)

※ 0(z※ B)。反之 ,假设  f(z)※ 0(z※ B),对于 0

<r<1 ,设 T
f
r是如下所定义的从 L

2
a(B)到 L

2
(B)上

的算子:T
f
r=MχrBTf。其中 MχrB是 L

2
a(B)上乘法算子 ,

χrB为 rB上的特征函数 。当  z ≥r时有 χrB(z)=0,

故 MχrB是 L
2
a(B)上的紧算子。因此 T

f
r也是紧算子。

设 g=L
2
a(B), 有 (Tf-T

f
r)g(z)=((1 -

χrB)Tfg)(z) = χB rB(z)〈Tfg, Kz〉 = χB rB(z)〈g,

T fKz〉∫Bg(w)χB rB(z)T fKz(w)dv(w)。故 Tf-Tfr可看
作是以 Kr(z, w)=χB rB(z)T fKz(w)为核的积分算

子。由 Schur估计 , 若有一个正的可测函数 h(z)

及常数 C1及 C2满足对几乎所有的 w, z∈ B成立

∫B Kr(z, w) h(z)dv(z)≤C1h(w);

∫B Kr(z, w) h(w)dv(w)≤C2h(z)
则有 ‖ Tf-T

f
r‖ ≤C1C2。

让 p>n+2,
1
p
<ε<

1
n+1

p-1
p
,并令 h(z)

=(Kz(z))
ε
=

1

(1 - z 
2
)
(n+1)ε, 则由引理 9可得

∫B Kr(z, w) h(w)dv(w)=
χB rB(z)∫B T fKz(w) (Kw(w))εdv(w)=
χB rB(z)∫B  (Kz(w)  P( f φz)(φz(w)) ·

(Kw(w))
ε
dv(w)

应用变量代换 φz(w)=t, Hölder不等式及引

理 4, 我们有

∫B Kr(z, w) h(w)dv(w)=
χB rB(z)∫B P( f φz(t))  (Kz(φz(t)) ·

10
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(Kφ
z
(t)(φz(t)))

ε
 kz(t) 

2
dv(t)=

χB rB(z)∫B P( f φz)(t) 1

(1 - z 
2
)
n+1
2

1

(1 - t 
2
)
n+1
2

1

(1 - φz(t) )
(n+1)ε-n+1

2

dv(t)

≤
χB rB(z)

(1 - z 
2
)
n+1
2

(∫B P( f φz)(t) pdv(t)
1
p

(∫B (1 - t 
2
)
-n+1

2
p
p-1

(1 - φz(t) 
2
)
[ (n+1)ε-n+1

2
] p
p-1

dv(t))
p-1
p ≤

χB rB(z)

(1 - z 
2
)
n+1
2

‖ T f φz1‖p·(∫B 1

(1 - t 
2
)
(n+1)εp

p-1

 1 -〈z, t〉 
2[ (n+1)ε-n+1

2
] p
p-1

(1 - z 
2
)
[ (n+1)ε-n+1

2
] p
p-1
dv(t))

p-1
p ≤

χB rB(z)
1

(1 - z 
2
)
(n+1)ε‖ T f φz1‖p·

(∫B (1 - t 
2
)
-(n+1)εp

p-1

(1 -〈z, t〉)
2[ n+1

2
-(n+1)ε] p

p-1

dv(t))
p-1
p ≤

Csup
 z ≥r
‖T f φz1‖ ph(z)

类似地 , 我们有

∫B Kr(z, w) h(z)dv(z)=
χB rB(w)∫B TfKw(z) (Kz(z))εdv(z)≤

Csup
 w ≥r
‖ Tf φw1‖ ph(w)≤Csupw∈ B‖Tf φw1‖ ph(w)

再令 C1 =Csupw∈ B‖ Tf φw1‖p, 以及 C2 =

Csup z ≥r‖T f φz1‖ p , 由 Schur估计有‖ Tf-T
f
r‖≤

C1C2。然而当 r※1时 , 由引理 8可知 C2※0, C1

是一个与 r无关的常数 , 从而有lim
r※1
‖ Tf-T

f
r‖ =

0。因此 Tf是 L
2
a(B)上的紧算子 。
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Abstract:ThesufficiencyandnecessaryconditionsaregivenfortheboundednessorcompactnessfortheToeplitz

operatorTfontheBergmanspaceoftheunitballbyusingtheBerezintransformoff, i.e.:Assumef∈

BMO
1
(B), thenTfisboundedonL

2
a(B)ifandonlyif fisbounded;TfiscompactonL

2
a(B)ifandonlyif f(z)※

0(z※ B).
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