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摘　要:借助时间尺度的有关理论 , 利用 Riccati变换技巧 , 研究了一类时间尺度上二阶非线性时滞动力方程解
的振动性 , 给出了该类方程振动的几个充分条件 , 推广和改进了已有文献的有关结果。
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1　问题背景

1988年 , 德国学者 StefanHilger在他的博士论

文中首次提出了时间尺度上的分析理论
[ 1]
, 该理

论统一了连续分析和离散分析理论 。此文发表以

后 , 引起了学术界的广泛关注 。 Bohner等
[ 2]
,

Agarwal等
[ 3]
研究了时间尺度上的几类典型的动力

学方程问题 , 给出一些非常好的结果 。

最近几年 , 对时间尺度上动力方程的振动性研

究已有一些结果 , 如文献 [ 2-7] 关于时间尺度

上时滞动力方程振动性研究刚刚开始 , 目前仅有几

篇文章
[ 8-11]

。最近 , 韩振来等
[ 12]
研究了时间尺度

上一类二阶 Emden-Fowler时滞动力方程

x
ΔΔ
(t)+q(t)x

γ
(τ(t))=0, t∈ T

的振动性。而关于下列形式的时间尺度上二阶非线

性时滞动力方程

(p(t)(x
Δ
(t))

γ
)
Δ
+

q(t)f(x(τ(t)))=0, t∈ T (1)

振动性的研究尚未见到。

我们注意到 , 当时间尺度 T=R时 , 有 x
Δ
(t)

=x′(t), 这是通常的导数 。方程 (1)就变成二

阶非线性时滞微分方程

(p(t)(x′(t))
γ
)′+

q(t)f(x(τ(t)))=0 , t∈ R (2)

当时间尺度 T=Z时 , 有 x
Δ
(t)=Δx(t)=x(t+1)

-x(t), 这是通常的向前差分 。方程 (1)就变成

二阶非线性时滞差分方程

Δ(p(t)(Δx(t))
γ
)+

q(t)f(x(τ(t)))=0 , t∈ Z (3)

关于方程 (2)和 (3)的特殊情况已有人研究

过
[ 13-14]

。本文将研究方程 (1)的振动性 , 给出

方程 (1)振动的几个充分条件 , 改进了文献 [ 4,

6, 8] 的有关结果。这里 p(t)和 q(t)是定义在时

间尺度区间 [ α, ∞)={t∈ T:t≥a, a∈ T}上的正

的实数值 rd连续函数 。τ(t)是定义在 T到 T上的滞

量函数 , 且 τ(t)≤t, lim
t※∞
τ(t)=∞。f∈ C(R, R),

存在正常数 L, 使得
f(x)
x
γ ≥L, x≠ 0。γ≥ 1是两个

正奇数的商。

时间尺度 T是实数域 R上的任意非空闭子集 ,

它具有由 R诱导的拓扑以及 R中的顺序关系。当

时间尺度 T是实数域 R时 , 该理论就是经典的牛

顿 -莱布尼兹微积分理论;当时间尺度 T是正整

数集合 N时 , 该理论就是离散分析理论 。时间尺

度 T上的开区间

(a, b)={t∈ T:a<t<b, a, b∈ R}

在时间尺度 T上定义前跳算子

σ(t):=inf{s∈ T:s>t}

和 ρ(t):=sup{s∈ T:s<t}

后退算子 。称 μ(t):=σ(t)-t是前跳距离。如果

μ(t)>0 , 则称点 t是右离散的;如果 μ(t)=0,

则称点 t是右稠密的;如果 ρ(t)<t, 则称点 t是左

离散的;如果 ρ(t)=t, 则称点 t是左稠密的。如

果函数 f:T※R在左稠密点存在有限左极限 , 并且

在右稠密点连续 , 则称函数 f是 rd连续的 , 记为 f

∈ Crd(T, R)。称实数 f
Δ
(t)是函数 f在 t∈ T处的
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Δ导数 , 如果对任意的 ε>0, 存在 t的一个开邻域

U=(t-δ, t+δ), 使得

 f(σ(t))-f(s)-f
Δ
(t)[ σ(t)-s]  ≤

ε σ(t)-s , s∈ U

Δ导数 、 前跳距离 μ与前跳算子 σ有下列关系:

f(σ(t))=f(t)+μ(t)f
Δ
(t)

如果 F
Δ
(t)=f(t), t∈ [ a, b]

那么称 ∫
b

a
f(s)Δs=F(b)-F(a)为函数 f在 [ a, b]

上的积分。同样可以定义广义积分

∫
b

a
f(s)Δs=lim

t※∞∫
b

a
f(s)Δs

　　由于研究的是方程解的振动性 , 所以本文假设

时间尺度 T是无上界的 , 即它是一个时间尺度上

的无穷区间 [ a, ∞)={t∈ T:t≥a, a∈ T}。

方程 (1)的一个解是指定义在时间尺度 T的

区间 [ a, ∞)上的一个实值函数 x(t), 满足方

程 (1)。称方程 (1)的一个解 x(t)有一个广义

零点 t
＊
∈ T, 如果 x(t

＊
)x(σ(t

＊
))≤ 0 。称方程

(1)的一个解 x(t)是一个最终正解 , 如果存在 t0

∈ T, t0 ≥ a, 使得 x(t)在 [ t0 , ∞)是正的。方程

(1)的解 x(t)称为是振动的 , 如果 x(t)既不最终

为正 , 也不最终为负 。否则 , 称为非振动的。方程

(1)称为是振动的 , 如果它的所有解都是振动的。

有关时间尺度上的微积分理论和时间尺度上动

力方程的基本理论可以参考文献 [ 2] 。

2　主要结果

为了证明下面的主要结论 , 首先给出下面的引

理 。

引理 2.1　Keller连锁法则 [ 2, 定理 1.90]

若 f:R※R是连续可微的 , g:T※R是 Δ可导的 , 则

f g:T※ R是 Δ可导的 , 且 (f g)
Δ
(t) =

∫
1

0
f′(g(t)+hμ(t)g

Δ
(t))dhg

Δ
(t)成立。

由引理 2.1可得 , 当 x(t)是 Δ可导时 , 则有

下列等式成立:

((x(t))
γ
)
Δ
=γ∫

1

0
[ hx

σ
+(1 -h)x]

γ-1
x
Δ
(t)dh

(4)

　　引理 2.2　 [ 4, 引理 1] 设下面的条件成立:

(H1)u∈ C
2
rd(I, R),这里 I=[ t＊ , ∞}, t＊ >0;

(H2)u(t)>0, u
Δ
(t)>0, u

ΔΔ
(t)≤ 0, t≥t＊

　　则对每一个 k∈ (0, 1), 存在一个常数 tk∈

T, tk≥t＊ , 有

u(σ(t))≤
1

k
σ(t)
τ(t)

u(τ(t)), t≥tk (5)

引理 2.3　设 p
Δ
(t)≥ 0 , 且

∫
∞

a

1
p(t)

1
γ

Δt=∞ (6)

若 x(t)是方程 (1)的一个最终正解 , 则存在 t1

≥a, 使得

x(t)≥ x(τ(t))>0, x
Δ
(t)>0, x

ΔΔ
(t)<0,

(p(t)((x
Δ
(t))

γ
)
Δ
<0, t≥t1 (7)

　　证明　因为是方程 (1)的一个最终正解 , 所

以存在 t0≥a, 有 x(t)>0, x(τ(t))>0, t≥t0 ≥

a。由方程 (1)得

(p(t)(x
Δ
(t))

γ
)
Δ
=-q(t)f(x(τ(t)))≤

-Lq(T)x(τ(t)))
γ
<0, t≥t0 (8)

因此 , p(t)(x
Δ
(t))

γ
是最终递减函数。下面证明

p(t)(x
Δ
(t))

γ
最 终 为 正。 其 实 , 递 减 函 数

p(t)(x
Δ
(t))

γ
或者最终为正 , 或者最终为负 。假

设存在 t1 ≥t0 , 使得 p(t)(x
Δ
(t1))

γ
=c<0 , 由

(8)得

p(t)(x
Δ
(t))

γ
≤p(t1)(x

Δ
(t1))

γ
=c<0, t≥t1

于是

x
Δ
(t)≤c

1
γ 1
p(t)

1
γ

由条件 (6)得

x(t)≤x(t1)+c
1
γ 1

p(t)

1
γ

Δ※-∞, t※∞

这与 x(t)>0 , t≥t0矛盾 。所以 , p(t)(x
Δ
(t))

γ

最终为正 。所以 , x
Δ
(t)最终为正。因此 , x(t)最

终递增 , 即最终有 x(t)≥ x(τ(t))>0 。由函数

乘积的求导公式得

(p(t)(x
Δ
(t))

γ
)
Δ
=

p
Δ
(t)(x

Δ
(t))

γ
+p(σ(t))[ (x

Δ
(t))

γ
]
Δ

由 (4), 得

((x
Δ
(t))

γ
)
Δ
≥

r∫
1

0
[ hx

Δ
+(1 -h)x

Δ
]
γ-1
x
ΔΔ
(t)dh=

γ(x
Δ
(t))

γ-1
x
ΔΔ
(t)

所以

[ (x
Δ
(t))

γ
]
Δ
≥γ(x

Δ
(t))

γ-1
x
ΔΔ
(t)

由于 p
Δ
(t)≥0 , 得 x

ΔΔ
(t)最终为负。因此 , 存在

t1 ≥t0 , 使 (7)成立。

定理 2.1　设 (6)式成立 , 且 p
Δ
(t)≥0。若

存在正的 Δ可导函数 δ(t), 对常数 k∈ (0, 1),

使得

lim
t※∞
sup∫

t

a
[ q(s)δ(σ(s))(τ(s)

σ(s)
)
γ
-

(δ
Δ
(s))

2
p(s)

4Lk
2γ
δ(σ(s))

(
σ(s)
τ(s)

)
γ
(
2

s
)
γ-1
] Δs=∞ (9)

11
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那么方程 (1)在 [ a, ∞)上是振动的 。

证明　假设方程 (1)在 [ a, ∞)上有一个非

振动解 x(t)。不失一般性 , 不妨设 x(t)> 0,

x(τ(t)), t≥t1≥a。由引理 2.2和引理 2.3, 对常

数 k∈ (0, 1), 存在 t2 =max{tk, t1}, 使得

x(t)≤x(σ(s))≤
σ(t)
kτ(t)

x(τ(t))≤

σ(t)
kτ(t)

x(t), t≥t2 (10)

并且 (7)、 (8)成立。定义函数 ω(t)如下:

ω(t)=δ(t)≤
p(t)(x

Δ
(t))

γ

(x(t))
γ , t≥t2

于是 ω(t)>0且

ω
Δ
(t)=

δ
Δ
(t)
δ(t)

ω(t)+δ(σ(t))·

(x(t))γ(p(t)(xΔ(t))γ((x(t))γ)Δp(t)(xΔ(t))γ((x(t))γ)Δ

(x(t))γ(x(σ(t)))γ

由 (8)式得

ω
Δ
(t)≤

δ
Δ
(t)
δ(t)

ω(t)-Lq(t)δ(σ(t))
(x(τ(t)))

γ

(x(σ(t)))
γ-

(δ(σ(t)))p(t)(x
Δ
(t))

γ
((x(t))

γ
)
Δ

(x(t))
γ
(x(σ(t)))

γ

由 (10)式 , 所以 ,

ω
Δ
(t)≤δ

Δ
(t)
δ(t)

ω(t)-Lk
γ
q(t)δ(σ(t))(τ(t)

σ(t)
)
γ
-

γk
γ
δ(σ(t))

p(t)δ(σ(t))
2

τ(t)
σ(t)

)
γ
(
x(t)
x
Δ
(t)
)
γ-1
ω

2
(t)(11)

由 (7), 得 x
Δ
(t)是正的且是递减的 。于是 ,对固定

的 t3 ≥ 2t2 ,当 t∈ [ t3 , ∞)时 , 有

x(t)=x(t2)+∫
t

t2
x
Δ
(s)Δs≥∫

t

t2
x
Δ
(s)Δs≥

(t-t2)x
Δ
(t)≥

t
2
x
Δ
(t) (12)

由(11)和(12),得

ω
Δ
(t)≤

δ
Δ
(t)
δ(t)

ω(t)-Lk
γ
q(t)δ(σ(t))τ(t)

σ(t)

γ

-

γk
γ
δ(σ(t))

p(t)δ(σ(t))
2
τ(t)
σ(t)

γ
t
2

γ-1

ω
2
(t)

因此 ,

ω
Δ
(t)≤

δ
Δ
(t)
δ(t)

ω(t)-Lk
γ
q(t)δ(σ(t))τ(t)

σ(t)

γ

-

Q(t)ω
2
(t)

(δ(t))
2 (13)

这里 Q(t)=
γk
γ
δ(σ(t))
p(t)

τ(t)
σ(t)

γ
t
2

γ-1

于是 , 由 (13)得

ω
Δ
(t)≤-Lk

γ
q(t)δ(σ(t))τ(t)

σ(t)

γ

+

(δ
Δ
(t))

2

4Q(t)
-[ Q(t)

δ(t)
ω(t)- δ

Δ
(t)

2 Q(t)
]
2

因此 ,

Lk
γ
q(t)δ(σ(t))τ(t)

σ(t)

γ

-
(δ
Δ
(t))

2

4Q(t)
≤-ω

Δ
(t)

所以 ,

∫
t

t3
Lk
γ
q(s)δ(σ(s))τ(s)

σ(s)

γ

-
(δ
Δ
(s))

2

4Q(s)
Δ(t)≤

ω(t3)

　　这与条件 (9)矛盾 。因此结论成立。

由定理 2.1可知 , 通过选择不同的正的 Δ可

微函数 δ(t), 可以得到不同的振动条件。例如 ,

设 δ(t)=t, t≥a, 定理 2.1变为下面的结论 。

推论 2.1　设 (6)式成立 。若 p
Δ
(t)≥0 , 对

常数 k∈ (0, 1), 使得

lim
t※∞
sup∫

t

a
{Lk

γ
q(s)

(τ(s))
γ

(σ(s))
γ-1 -

p(s)
4γk

γ
(σ(s))

γ-1

(τ(s))
γ (

2

s
)
γ-1
}Δs=∞

那么方程 (1)在 [ a, ∞)上是振动的 。

如果设 δ(t)=1, t≥a, 则定理 2.1可以看作

是二阶微分方程 Leighton-Wintner定理的推广 , 即

推论 2.2　设 (6)式成立 。若 p
Δ
(t)≥0 , 使

得 lim
t※∞
sup∫

t

a
q(s)(

τ(s)
σ(s)

)
γ
Δs=∞。那么方程 (1)

在 [ a, ∞)上是振动的。

当 r=1, p(t)≡ 1, t≥a时 , 定理 2.1就是文

献 [ 8] 中的定理 1, 即

推论 2.3　设存在正的 Δ可微函数 δ(t), 对

常数 k∈ (0, 1), 使得

lim
t※∞
sup∫

t

a
{q(s)δ(σ(s))

τ(s)
σ(s)

-

σ(s)
4Lk

2
τ(s)

(δ
Δ
(s))

2

δ(σ(s))
}Δs=∞

那么方程 (1)在 [ a, ∞)上是振动的。

由以上定理证明可以看出 , 条件 (6)式成立

是不可缺少的 。当条件 (6)式不成立时 , 则有下

面的结果 。

定理 2.2　设 p
Δ
(t)>0 , 存在正的 Δ可导函

数 δ(t), 对常数 k∈ (0, 1), 使得 (9)式成立 ,

若

∫
∞

a

1
p(t)∫

t

a
q(s)Δ

1
γ

Δt=∞ (14)

那么方程 (1)的每一个解在 [ a, ∞)上或是振动

或是收敛于 0。

证明　假设方程(1)在 [ a, ∞)上有一个非振

动解 x(t)。不失一般性 , 不妨设 x(t) > 0,

x(τ(t))>0, t≥t1 ≥a。由引理 2.3的证明过程

看出 , x
Δ
(t)的符号只有正 、负两种可能 。当 x

Δ
(t)

12
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>0时 , 类似定理 2.1的证明 , 方程(1)的每一个

解在 [ a, ∞)上是振动的。当 x
Δ
(t)<0时 , x(t)

是递减的 , 不妨设 lim
t※∞
x(t)=b≥0。下面证明 b=

0。由于 f(x(τ(t)))L(x(τ(t)))
γ
, 假如 b>0, 则

存在 t2≥t1≥a, 当 t≥t2时 , 有 x(τ(t))>b>0,

f(x(τ(t)))≥ Lb
γ
。令 y(t)=p(t)(x

Δ
(t))

γ
, 则

y(t)<0 。由方程(1)得

y
Δ
(t)=-q(t)f(x(τ(t)))≤-Lb

γ
q(t)

因此

y(t)≤y(t2)-Lb
γ∫
t

t2
q(s)Δs≤-Lb

γ∫
t

t2
q(s)Δs

所以 x(t)-x(t2)=∫
t

t2
x
Δ
(s)Δs≤

-L
1
γb∫

t

t
2

1
p(s)∫

s

t3
q(τ)Δτ

1
γ

Δs

由条件 (14)可推出 x(t)※-∞(t※∞),与 x(t)

>0相矛盾 。故 lim
t※∞
x(t)=0 , 结论成立。

当 γ=1时 , 定理 2.2可以看作 [ 4] 中的定

理 3.3和 [ 6] 中的定理 5.2在时滞动力方程中的

推广 , 即

推论 2.4　设 p
Δ
(t)≥ 0 , 存在正的 Δ可微函

数 δ(t), 对常数 k∈ (0, 1), 使得

lim
t※∞
sup∫

t

a
q(s)δ(σ(s))

τ(s)
σ(s)

-

(δ
Δ
(s))

2
p(s)σ(s)

4Lk
2
δ(σ(s))τ(s)

Δs=∞

∫
∞

a

1

p(t)∫
t

a
q(s)ΔsΔt=∞

成立 , 那么方程 (1)的每一个解在 [ a, ∞)上

或是振动或是收敛于 0。

注　文献 [ 8-11]的结果不能应用到方程(1)。
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Abstract:BythetheoryoftimescalesandRiccatitransformation, somesufficientconditionsforoscillationofthe
second-ordernonlineardelaydynamicequationontimescalesareestablished.Theresultsinthispaperimprove
someknownresults.
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