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强非线性颤振分析的一种改进的等效线性化法
＊

陈衍茂 , 刘济科
(中山大学应用力学与工程系 , 广东 广州 510275)

摘　要:分析了含三次强非线性俯仰刚度的二元机翼颤振系统。线性化俯仰方向的自由振动方程 , 用谐波平衡
法求解该线性化方程 , 得到了改进的等效线性刚度。采用改进的等效刚度 , 应用等效线性化法得到了非线性颤

振系统的分岔方程。算例表明 , 该方法提高了等效线性化法的精度。
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　　谐波平衡法在非线性颤振系统中有广泛的应

用
[ 1-2]

。等效线性化法是谐波平衡法的另一种形

式
[ 3]
。该方法用等效线性刚度代替非线性刚度 ,

从而获得线性化颤振系统 。采用不可压气流中二元

机翼非线性颤振模型 , Zhao等
[ 4]
揭示了当弹性轴

位于一定的位置时 , 系统将出现混沌现象 。 Liu

等
[ 5]
研究了三次非线性颤振系统的分岔现象 , 验

证了等效线性化法结果具有较高精度。 Shahrzad

等
[ 6]
用等效线性化法研究了二元机翼的 3种非线性

颤振模型 , 应用中心流形定理和正规型方法研究了

系统的分岔现象 。 Yang
[ 7]
研究了带外荷载的二元

机翼和三角翼的极限环颤振 , 用二阶 KBM解改进

了等效线性化法 。

Lim等
[ 8]
结合线性化法和谐波平衡法提出了一

种强非线性振动分析方法 。该方法在谐波平衡过程

之前先线性化所考虑的方程。本文将此方法推广至

强非线性颤振分析中 。首先求得了非线性刚度的等

效线性刚度 , 结合等效线性化法得到了系统的分岔

方程。

1　等效线性刚度

含三次强非线性俯仰刚度的二元机翼在俯仰方

向的自由振动方程可表示为

ẍ+kx+k3x
3
=0, x(0)=A, x﹒(0)=0 (1)

其中 “· ” 表示关于时间 t的导数 , k3不要求为

小参数 。记方程(1)解的频率为 ω, 那么 , 其等效

线性刚度为 keq=ω
2
。因此 , 等效刚度的求解就转

化为求解振动频率 ω。引入新变量 τ=ωt, 则方程

(1)变为

ω
2
x″+kx+k3x

3
=0, x(0)=A, x′(0)=0　(2)

其中 “′” 表示关于 τ的导数 。令 (1)的解为

x(τ)=x0(τ)+Δx(τ) (3)

其中 , x0(τ)是 x(τ)初始近似解 , Δx表示近似解

的小修正量 , 都是关于 τ以 2π为周期的函数。根

据初始条件 , 令

x0(τ)=Acosτ (4)

将方程 (3)代入 (2), 展开为 Δx的 Taylor级数 ,

忽略高次项 , 可得

ω
2
Δx
″
+kΔx+3k3A

2
(cosτ)

2
Δx-ω

2
Acosτ+

kAcosτ+k3A
3
(cosτ)

3
=0 (5)

方程(5)关于 Δx是线性的 , 下面根据该方程求解

ω的近似值。

1.1　一阶近似

假设

Δx=0 (6)

记 ω1是 ω的第一阶近似 , 余类推 。用 ω1代替 ω,

将方程(6)代入(5), 展开成为 τ的 Fourier级数 ,

令 cosτ的系数为零 , 可解得

ω
2

1 =k+3k3A
2
/4 (7)

1.2　二阶近似

假设

Δx=c1(cosτ-cos3τ) (8)

将方程(8)代入(5), 展开为 τ的 Fourier级数 , 令

cosτ和 cos3τ的系数为 0, 可得关于 ω, c1的方程

c1(-ω
2
+k+

3k3A
2

2
)-ω

2
A+kA+

3k3A
3

4
=0

c1(9ω
2
-k-

3k3A
2

4
)+

3k3A
3

4
=0 (9)
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消去 c1 , 并用 ω2代替 ω, 可得

aω
4
2 +bω

2
2 +c=0 (10)

其中 a=36, b=-33k3A
2
-40k, c=

27k
2
3A

4

4
+4k

2
+

9kk3A
2
。方程 (10)关于 ω

2

2有两个根 , 选择更接

近 ω
2
1的解作为 ω

2
的二阶近似

[ 8]
, 可得

ω
2
2 =

1
36
(4k+3k3A

2
)-
k3A

2

6Γ1

(32k+51k3A
2
)

(11)

其 中 , Γ1 = - 27k3A
2

- 32k +

117k
2

3A
4
+1344kk3A

2
+1024k

2
。

1.3　三阶近似

假设

Δx=c1(cosτ-cos3τ)+c2(cos3τ-cos5τ)

(12)

将方程 (12)代入 (5), 展开为 τ的 Fourier级

数 , 令 cosτ, cos3τ及 cos5τ的系数为零 , 可得关

于 c1 , c2 , ω的方程

c1(-ω
2
+k+

3k3A
2

2
)+c2

3k3A
2

4
-ω

2
A+kA+

3k3A
3

4
=0, (-c1 +c2)(-9ω

2
+k+

3k3A
2

4
)+

k3A
3

4
=0, c2(25ω

2
-k-

3k3A
2

4
)-

3c1k3A
2

4
=0

(13)

消去 c1 , c2 , 用 ω3代替 ω, 可得

γ3ω
6
3 +γ2ω

4
3 +γ1ω

2
3 +γ0 =0 (14)

其中 , γ3 =225, γ2 =-475k-
833
3
p, γ1 =35p

2
+27p

-216k+275k
2
+
1666kp

3
, γ0 =-19p

2
k-

7p
3

3
-225k

3

+(200 -
833p
3
)k

2
-(27p-216k)k, p=3k3A

2
/4。

方程 (14)关于 ω
2
3有 3个根 , 选择最接近 ω2

的解为 ω的三阶近似 。依以上步骤类推 , 可求解

更高阶的近似频率。本文将前三阶刚度用于分析强

非线性颤振 。

2　非线性颤振及等效线性化法

不可压气流中机翼的颤振方程为
[ 4]

μh
¨
+μxαα̈+μ(

ωh
ωα
)
2
h=-2Qα

μxαh
¨
+μr

2
αα̈+μr

2
αα=(1 +2a)Qα (15)

引入阻尼和三次俯仰非线性刚度 , 方程 (15)可

改写为

m11h
¨
+m12 α̈+μ1h

·
+k1h+ρ1Qα=0

m21h
¨
+m22α̈+μ2α﹒ +kα+k3α

3
+ρ2Qα=0　(16)

其中参数的物理意义见文 [ 4-5] 。用等效刚度

keq=ω
2
i(A) (17)

代替俯仰刚度 k+k3α
2
(其中 ω

2
1即为文 [ 4]所采用

的等效刚度), 则方程 (16)变为

m11h
¨
+m12 α̈+μ1h

·
+k1h+ρ1Qα=0

m21h
¨
+m22α̈+μ2α+keqα+ρ2Qα=0 (18)

颤振临界情况下 , 机翼作简谐振动

h=He
iλt
, α=Ae

iλt
(19)

其中 H, A是颤振振幅 , λ是颤振频率 。将方程

(19)代入 (18), 可得颤振行列式

-m11λ
2
+μ1iλ+k1　　　 -m12λ

2
+ρ1Q

-m21λ
2
　　　 -m22λ

2
+μ2iλ+keq+ρ2Q

=0

(20)

分离实部和虚部 , 可得

λ(μ1keq+μ1ρ2Q+μ2k1)-

λ
3
(m22μ1 +m11μ2)=0 (21)

(m11m22 -m12m21)λ
4
-

(m11keq+m11ρ2Q+m22k1 +m21ρ1Q+μ1Q+μ1μ2)λ
2

+k1(keq+ρ2Q)=0 (22)

由方程 (21)可解得

λ
2
=
μ1keq+μ1ρ2Q+μ2k1
m22μ1 +m11μ2

(23)

将方程 (23)代入 (22), 可得

r2Q
2
+(r11keq+r10)Q+r02k

2
eq+r01keq+r00 =0

(24)

其中 , r2 = mμ
2
1ρ

2
2 -mμmρμ1ρ2 , r11 =2 mμ

2
1ρ2 -

mμmρμ1 -mμm11μ1ρ2 ,

r10 =2 mk1μ1μ2ρ2 -(mμmρk1μ2 +mμ m22 k1μ1ρ2 +

mμμ
2
1μ2ρ2)+m

2
μk1ρ2 ,

r02 = mμ
2
1 -mμm11μ1 , r01 =2 mμ1μ2k1 -mμ(m22k1 +

μ1μ2)μ1 -mμm11k1μ2 +m
2
μk1 ,

r00 = mk
2
1μ

2
2 -mμ(m22k1 +μ1μ2)k1μ2。

式中: m=m11m22 -m12m21 , mμ=m11μ2 +m22μ1 ,

mρ=m11ρ2 +m21ρ1。

将方程 (17)代入 (24), 可直接绘出 Q～ A

曲线 , 即为系统的分岔图。也可以先根据方程

(17)绘出 A～ keq曲线 , 然后由方程 (24)绘出 keq

～ Q, 这样可以直观地判断解的稳定性 。解方程

(24), 可得
Q1, 2 =

-r11keq-r10 ± (r
2

11 -4r2r02)k
2

eq+(2r11r10 -4r2r01)keq+r
2

10 -4r2r00
2r2

(25)

方程(25)就是系统的 Q-A分岔方程 。
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3　算　例

系统的参数分别取:m11 =1, m12 =m21 =

0.25, m22 =0.5, μ1 =0.1, μ2 =0.1, k1 =0.2, ρ1

=0.1, ρ2 =0.04 , k3 =20, k=0.5, 或 0.0816。

机翼的静发散风速 QD=-k2 /ρ2 , 当 Q>QD
时 , 机翼发散 , 这在飞机工程中是绝不允许的 。因

此 , 本文只给出了系统在小于 QD范围内的分岔图。

图 1是方程(1)的等效刚度与精确解的对比 ,

由图可知 , 高阶近似解精度更高。图 2和图 3分别

是 k=0.5和 k=0.081 6时颤振系统的分岔图 。可

以看出 , 高阶的等效刚度提高了颤振分岔的计算精

度 。当 k=0.5时 , 系统(16)有一个超临界 Hopf分

岔点 , 当 k=0.5时 , 系统同时存在超临界亚临界

的 Hopf分岔点
[ 9]
。丁千等

[ 10]
和陈衍茂等

[ 11]
分别

用规范形直接法和复数正规形法判别了分岔点的稳

定性。而等效线性化法既给出了系统分岔的定量描

述 , 同时也给出了系统的某些定性性质 , 可以直观

地判别分岔属于超临界或亚临界。

图 1　等效线性刚度

(a)k=0.1, k3=20;(b)k=0.5, k3=20

Fig.1　Theequivalentlinearstiffness, withk=0.1,

k3 =20forfigure(a)andk=0.5, k3=20 forfigure(b)

图 2　颤振系统 (16)分岔图 , k=0.5

Fig.2　Bifurcationchartforfluttersystem(16)

withk=0.5

图 3　颤振系统 (16)分岔图 , k=0.081 6

Fig.3　Bifurcationchartforfluttersystem(16)

withk=0.081 6

4　结　论

结合线性化法和谐波平衡法改进了三次强非线

性系统的等效刚度 。然后 , 采用改进的刚度和等效

线性化法分析了强非线性颤振的分岔现象。算例表

明 , 改进的等效刚度可以提高计算精度 。
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AnImprovedEquivalentLinearizationMethodfor
StronglyNonlinearFlutterSystems

CHEN, Yan-mao, LIUJi-ke

(DepartmentofAppliedMechanicsandEngineering, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Thelimitcycleflutterofatwo-dimensionalairfoilwithastronglycubicpitchingstiffnessisstudied.The

linearizationmethodisusedtolinearizethefreeoscillatingequationoftheairfoilintheuncoupledpitchingmode.

Thelinearizedequationisaddressedbytheharmonicbalancemethodandtheequivalentlinearstiffnessofthenon-

linearstiffnessisobtained.Theattainedequivalentstiffnessisimplementedintheequivalentlinearizartionmethod

ofnonlinearflutteranalysisandthebifurcationchartofthefluttersystemisobtained.Twonumericalexamplesare

takenasillustrationstovalidatetheproposedmethod.Itshowsthattheattainedequivalentstiffnessisinexcellent

agreementwiththenumericalsolutionsanditcanimprovetheaccuracyoftheequivalentlinearizationmethod.In

addition, itisquiteintuitivetojudgewhetherthebifurcationissupercriticalorsubcriticalbytheproposedmethod.

Keywords:nonlinearflutter;harmonicbalancemethod;equivalentlinearizationmethod;equivalentlinearstiff-

ness
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HaplotypeTransmissionDisequilibriumTestBasedon
HaplotypeReconstruction

LICai-xia
1, 2
, LIPei-xing

3
, FANGJi-qian

1

(1.DepartmentofMedicineStatisticsandEpidemiology, SunYat-senUniversity, Guangzhou510080 , China;

2.DepartmentofRadiology, UniversityofCalifornia, SanFrancisco, CA94107-1771, USA;

3.DepartmentofMathematics, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275 , China)

Abstract:Transmissiondisequilibriumtest(TDT)isaclassicalfamily-basedtesttodetectlinkageandlinkage

disequilibrium.Haplotypetransmissiondisequilibriumtestisproposedfortightlylinkedloci.Themethodisapplied

tothegenemappingdataforImmunoglobulinA(IgA)nephropathy.Basedonhaplotypefrequencyestimationwith

nuclearfamilydata, thetransmission/non-transmissioncross-tableinTDTisreconstructed.Andthensymmetrytest

andhomogeneitytestforthereconstructedcontingencytablearegiventodetecthaplotypetransmissiondisequilibri-

um.Inaddition, ExcelmacroVBAprogramisdevelopedtoestimatehaplotypefrequenciesandreconstructtrans-

mission/non-transmissionhaplotypes.Theproposedmethodavailableinformationfromallfamilies, includingfami-

lieswithmissingvalue.ThehaplotypepolymorphismofC2093T-C2081TisassociatewithIgA.Themethodgener-

alizestheexistedhaplotypetransmissiondisequilibriumtest.

Keywords:linkage;linkagedisequilibrium;transmissiondisequilibriumtest;nuclearfamily
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