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失调耦合梁的模态局部化和频率轨迹转向现象
＊

徐伟华 , 吕中荣 , 刘济科
(中山大学应用力学与工程系 , 广东 广州 510275)

摘　要:用有限元分析方法研究了由横向和扭转弹簧耦合的两条欧拉 -伯努利梁在引入了物理参数 (如杨氏模

量)的不对称小失调后产生的模态局部化和频率轨迹转向现象 , 同时也研究了由于弹性支承的失调而产生的振

动模态局部化现象。研究表明弱耦合系统的不对称失调会导致模态局部化和频率轨迹转向现象的出现。
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　　在结构分析中 , 通常假定结构是对称的 。然

而 , 由于结构存在微小的失调 , 例如物理参数的失

调 、几何不规则和制造误差 , 动力学模型会与设计

的模型相差很远 。众所周知 , 对于周期性的结构 ,

若某些自由度是弱耦合的 , 当结构有一些小失调 ,

那么结构的自由振动模态会在空间上局部化 , 导致

结构的振动能量集中在某限制的区域里面 , 这就是

所谓的振动模态局部化现象。除此以外 , 两条频率

轨迹曲线会相互接近 , 但不会相交 , 而是以很高的

曲率远离对方 , 这就是众所周知的频率轨迹转向现

象
[ 1-6]

。过去 30年间 , 这两种现象吸引了力学和

航空领域工程师们的注意 。

1958年 , Anderson
[ 1]
在固体物理领域首次研究

了模态局部化现象 。 1982年 , Hodges
[ 7]
是最早在

结构动力学领域研究局部化现象的学者 。 1987年 ,

Pierre和 Dowell
[ 8]
研究了耦合摆系统的局部化现

象 。Pierre
[ 9]
在 1988年通过对失调的两跨欧拉 —伯

努利梁进行实验 , 运用改进的摄动方法研究了模态

局部化现象 , 并证实了局部化模态确实存在 。

Chen和 Ginsberg(1992 )
[ 10]
、 Chan和 Liu

(2000)
[ 11]
等人运用摄动方法研究了模态局部化和

频率轨迹转向现象。本文目的是应用有限元分析方

法研究振动模态局部化和频率轨迹转向现象。

1　耦合梁的运动方程

图 1表示所研究的两跨耦合梁。两条欧拉 -伯

努利梁在跨中利用横向和扭转弹簧相耦合 , 其两端

固定。原始系统自由振动的运动方程和相应的边界

图 1　双跨耦合梁系统

Fig.1　Thedual-spancoupledbeamsystem

条件表示如下:
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其相应的边界条件是:
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对于梁 B, 有
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这里 ρA01和 ρA02分别表示原始系统左梁和右梁

单位长度的质量 , EI01和 EI02分别表示原始系统左

梁和右梁的弯曲刚度 , l01和 l02分别是左梁和右梁

的长度 , ks0和 kr0分别是原始梁的耦合横向和转动

弹簧系数 , c是梁的粘性阻尼 。假设小的摄动后 ,

这些系统参数变化为:

EI(x1)=EI01(1 +ε)

EI(x1)=EI01(1 +ε)
(5)

ρA(x1)=ρA01(1 +ε)

ρA(x2)=ρA02(1 +ε)
(6)

ks=ks0(1 +ε)

kr=kr0(1 +ε)
(7)

这里 ε( ε  1)是系统参数的摄动参数 。摄动系

统的固有频率和模态形式可以通过传统的矩阵摄动

方法获得 , 本文运用有限元的方法计算原始系统和

摄动系统的固有频率和模态。

2　系统的有限元模型

在系统的有限元模型中 , 每条梁被离散成 n+

1个节点和 n个欧拉梁有限单元 , 每个节点有 2个

自由度 。两耦合的弹簧看作是 2个弹簧单元。作为

横向弹簧 , 弹簧单元的单元刚度矩阵是

[ k]
e
s=ks
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(8)

类似的 , 作为扭转弹簧 , 单元的刚度矩阵为:

[ k]
e
r=kr
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0 1 0 -1
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这里不考虑弹簧单元的质量。

忽略系统的阻尼 , 系统的自由振动运动方程的

有限单元模型表示为

[ M] {d
¨
}+[ K] {d}={0} (9)

这里 , [ K] 和 [ M] 分别表示系统的刚度矩阵和质量

矩阵 。对应于式 (9)的特征值问题是

[ K] {u}i=λi[ M] {u}i (10)

这里 λi=ω
2
i, ωi是第 i个模态的特征频率 , {u}i

是相应的第 i阶模态。

3　数值算例

3.1　双跨耦合固支梁系统

如图 1所示双跨耦合固支梁系统。假定初始系

统物理参数为:EI01 =EI02 =150　N· m
2
, m01 =

m02 =0.78 kg/m, l01 =l02 =5.0m, ks0 =0.001EI01

N/m, kr0 =0.0001EI01 Nm/rad。

在系统的有限单元模型中 , 每条梁被离散为

20个单元 , 系统共 40个单元 。表 1列出了系统的

前 8阶固有频率 , 图 2表示系统的前 8阶模态曲

线。从图 2可看出 , 如果没有失调 , 模态局部化现

象不会出现在耦合系统 。下面研究该系统的局部模

态化和频率轨迹转向现象。

表 1　双跨梁的头 8阶固有频率

Tab.1　Thefirst8naturalfrequenciesofthedual-spanbeam

模态号
　　　初始系统　　　 失调系统 (ε=-0.04)

固支 弹性支承 EI失调 弹性支承失调

1 1.9513 0.5241 1.9287 0.5238

2 2.0722 0.7083 2.0565 0.7080

3 12.2244 4.1978 11.9874 4.1862

4 12.2427 4.2117 12.2339 4.2074

5 34.2258 13.5750 33.5517 13.3526

6 34.2312 13.5842 34.2285 13.5797

7 67.0703 34.8670 65.7875 34.2055

8 67.0721 34.8703 67.0712 34.8687

考虑右梁杨氏模量存在失调 。假设右梁的杨氏

模量减少 4%,系统其他参数保持不变 ,表 1列出了

该失调系统头 8阶固有频率 。从这个表可以看出 ,

失调系统固有频率与原系统的固有频率相比 ,变化

是很小的 。图 3表示失调系统前 8阶固有模态。很

明显 ,从第一阶模态到更高阶模态 ,模态局部化现象

越来越明显。图 4表示失调系统的头 8条频率轨迹

曲线 ,从这个图形可以看出 ,在子图(a)-子图(b)

中 ,当摄动 ε从 -0.1增加到 0,两条轨迹相互接近 ,

可以看到这两条曲线好像在 ε=0处相交 ,然而 ,将

该图放大来看 ,就会发现它们并没有相交 ,并且当 ε

10
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进一步从 0增加到 0.1时它们越来越远离对方 。这

表明模态局部化和频率轨迹转向现象是同时出现

的 。

图 2　初始系统的头 8阶振型

Fig.2　Thefirst8 modeshapesoftheoriginalsystem

图 3　EI存在摄动的失调系统的头 8阶振型

Fig.3　Thefirst8 modeshapesofthe

disorderedsystemwithperturbationinEI

图 4　EI存在摄动的失调系统的头 8阶轨迹转向

Fig.4　Thefirst8 frequencylociveeringof

thedisorderedsystemwithperturbationinEI

3.2　具有弹性支承的双跨耦合梁系统

如图 5所示 ,上述研究系统变为一般带弹性支

承边界的耦合梁 。原始系统的物理参数分别是:

EI01 =EI02 =150N·m
2
, m01 =m02 =0.78 kg/m, l01 =

l02 =5.0 m, ks0 =0.001EI01 N/m, kr0 =0.0001EI01

Nm/rad, ksa0 =ksb0 =20 N/m, kra0 =krb0 =10 Nm/rad。

系统的有限元模型中 ,每条梁离散为 20个单元 ,表

1给出了该系统的前 8阶固有频率。本算例研究由

边界弹簧的失调所引起的模态局部化现象。假设左

边界的横向弹簧刚度系数减少 4%,系统其他参数

保持不变 。系统前 8阶固有频率列在表 1中。图 6

和图 7给出失调系统的头 8阶振型和频率轨迹曲

线。系统从第 3阶模态才开始出现模态局部化现

象。

图 5　弹性支承下双跨耦合梁系统

Fig.5　Thedual-spancoupledbeamsystem

withelasticsupport

4　结　论

基于欧拉 -伯努利梁单元模型 ,本文运用有限

元分析方法分析了模态局部化和频率轨迹转向现

象。通过分析 ,可以得出以下结论:

(1)当对称弱耦合系统的物理参数(如杨氏模

量等)有小失调 ,结构会出现振动模态局部化和频

率轨迹转向现象。
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图 6　弹性支承失调的系统头 8阶振型

Fig.6　Thefirst8 modeshapesofthesystem

withdisorderinelasticsupport

图 7　弹性支承失调的系统头 8阶频率轨迹转向

Fig.7　Thefirst8frequencylociveeringof

thesystemwithdisorderinelasticsupport

(2)模态局部化和频率轨迹转向现象的出现 ,

表明了动力系统对失调参数是非常敏感的 。人们必

须注意其灵敏度对动力模态的显著作用的重要意

义 。

(3)对于弱耦合系统 ,局部结构损伤也会导致

模态局部化现象的产生 。

(4)还应该注意弱耦合结构的弹性支承的失

调。本文研究表明 ,这些因素的失调也会导致模态

局部化和频率轨迹转向现象的产生。
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TransformofQuantumStatesViaAdiabaticQuantumEvolution
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Abstract:Thesuccessofquantumalgorithmsistoimplementcorrectlyquantumstatestransform, whichismainly

achievedbysuitablequantumoperators.Itisshownthatthefindingofasuitablequantumoperatorisagreatchal-

lenge.Mostofpreviousstudiessolvethisproblembymachinelearningmethods.However, thesealgorithmsaredif-

ferentfromthestandardcircuitmodelofquantumcomputationwhichcharacterizesasunitaryquantumoperations,

thustheyaredifficulttoberealizedonquantumcomputers.Itisshownthatthetransformofquantumstatescanbe

implementedbyadiabaticquantumevolution, whichisakindofpurequantumeffectandsuitablewellforphysical

implementation.Theadiabatictheoremguaranteesthatthefinalstateofthesystemwouldbethedesiredoutput.It

isthereforearemarkableapproachforquantumstatestransforminquantumcomputationandquantumcommunica-

tion.

Keywords:Quantumstatetransform;Quantumoperators;Adiabaticquantumevolution
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ModeLocalizationandFrequencyLociVeering
inaDisorderedCoupledBeamSystem

XUWei-hua, L Zhong-rong, LIUJi-ke

(DepartmentofAppliedMechanicsandEngineering, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Vibrationmodelocalizationandfrequencylociveeringindisorderedcoupledbeamsystem, suchastwo

beamscoupledwithtransverseandrotationalsprings, arestudiedusingfiniteelementanalysis.Smalldisordersin

thephysicalparameterssuchasYoung' smodulusareintroducedintheinvestigationofthemodelocalizationand

frequencylociveeringphenomena.Theeffectofdisorderintheelasticsupportonthemodelocalizationphenome-

nonisalsodiscussed.Itisfoundthatanasymmetricdisorderintheweaklycoupledsystemwillleadtotheoccur-

renceofmodelocalizationandfrequencylociphenomena.

Keywords:finiteelement;coupledbeam;disorder;modelocalization
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