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摘　要:研究集值非线性互补问题 , 构造一个新的辅助函数 , 将集值非线性互补问题转化为不动点问题 , 利用
Leray-Schauder不动点定理给出集值非线性互补问题存在解的一个充分条件 , 推广了一些著名的结果。给出求解

非线性互补问题 Leray-Schauder不动点算法。
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　　本文考虑如下形式的集值非线性互补问题:

SNLCP问题　给定取紧凸值的上半连续集值

映射 f:R
n
※P(R

n
), 要找 x

＊
∈ R

n
+使得存在 y

＊
∈

f(x
＊
)∩ R

n
+ , 满足

x
＊
·y

＊
=0

f为单值函数时 , 上述问题被称为非线性互补问

题 。

非线性互补问题在非线性规划 , 对策论 , 经济

学 , 力学等学科中有较为重要的应用
[ 1-2]

。研究非

线性互补问题解的存在性的文献颇多
[ 3-4]

。利用单

纯不动点算法 , 在 n维方体上给出存在解的一个充

分条件 , 并给出存在解的构造性证明
[ 5]
。利用变

维数算法求解非线性互补问题
[ 6]
。

本文将求解集值非线性互补问题转化成求解集

值映射的不动点问题 , 并给出存在解的一个充分条

件 , 该条件非常弱。由该条件可导出几个存在性条

件 , 我们的结果包含一些已知的解的存在性结果 ,

如著名的 Karamardian条件;再如文 [ 4] 中给出

非线性互补问题存在解的一个充分条件 , 由定理 4

及其证明可知 , 我们的定理 1包含文 [ 4] 的部分

结果。

最后利用文 [ 7] 中给出的 Leray-Schauder不

动点算法 , 给出求解非线性互补问题的一个单纯同

伦算法 。该算法要求的条件非常弱 , 利用本文给出

的算法 , 可求出非线性互补问题的解 。

本文记 coA为集合 A的凸包 , P(R
n
)为 R

n
的非

空紧凸子集族 , R
n
+={x=(x1 , x2 , … , xn):xi≥ 0 , i

=1, 2, …, n}。记 N1 ={1, 2, …, n},设 x为 R
n
中的

点 , i∈ N1时 ,记 xi为的第 i个分量。

本文用到的 D3剖分
[ 8]
, 完备单纯形以及完备

单纯形的转轴运算规则都与文 [ 9-11] 一致 。

1　存在解的充分条件

本节给出集值非线性互补问题存在解的充分条

件。

定义 1　设 X, Y为拓扑空间 , 集值映射 F:X※

2
Y
称为上半连续 , 若对任一 x0∈ X, Y中任一包含

F(x0)的开集 V, 存在 X中的开集 U, 使得 x0 ∈ U

且 F(U) V。

定义 2
[ 12]
　设 X, Y为拓扑空间 , 集合 A X称

为零调的 , 若其有理数域上的所有约化同调群为平

凡群 。映射 F:X※ 2
Y
称为零调的 , 若 F为上半连

续 , 且对任意 x∈ X, F(x)为 Y中紧集 , F(x)为零

调的 。记 V(X, Y)为所有的从 X到 Y的零调映射的

集合 。Vc(X, Y)为所有的有限个零调映射复合的集

合。

P0函数是一类重要函数 , 多篇文献研究 P0函

数的非线性互补问题的存在性 , 见 [ 3, 4] 。常见

的单调函数 , 一致 P-函数 , P-函数等函数均是

P0函数的特例 。下面将函数 P0推广到集值 P0映

射。

定义 3　设 K R
n
,称 f:K※ 2

Rn
为集值 P0映

射 ,若对任意 x, y∈ K, x≠y,则存在 i∈ N1 ,满足 xi

≠yi,且对于任意 u∈ f(x), v∈ f(y),有(ui-vi)(xi
-yi)≥ 0 。

引理 1可从 [ 12] 中推论 3.1直接得到。
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引理 1　设 F∈ Vc(R
n
, R

n
), U为 R

n
中开集 ,

且 F(U)有界 , a∈ U, 且满足下列 Leray-Schauder

条件:

x λF(x)+(1 -λ)a,  x∈  U∩ R
n
+,

λ∈ (0, 1)

则 F在 U中有不动点 。

以下我们定义映射 p:R
n
※R

n
+ , 使得

p(x)=(max{0 , x1}, max{0, x2}, … , max{0, xn})

其中 max{0, xi}表示取 0和 xi的最大值 。显然

p:R
n
※R

n
+连续 。

定义 h:R
n
※P(R

n
)使得 h=p (I-f)。

引理 2　x
＊
为集值非线性互补问题 SNLCP的

解当且仅当 x
＊
为 h的不动点。

证明　若 x
＊
为 h的不动点 , 即 x

＊
∈ h(x

＊
),

由 h的定义可知 , 存在 y
＊
∈ f(x

＊
), 使得 x

＊
=

p(x
＊
-y

＊
)。由 p的定义可知 , 对于任意给定的 i

∈ N1 , 显然有 x
＊
i≥0。

若 x
＊
i >0 , 因 x

＊
=p(x

＊
-y

＊
), 即 x

＊
i =

max{0, x
＊
i -y

＊
i}, 故有 x

＊
i=x

＊
i-y

＊
i , 因此 y

＊
i=0。

若 x
＊
i =0, 因 0 =x

＊
i =max{0, x

＊
i -y

＊
i}, 此

时有 x
＊
i -y

＊
i ≤ 0 , 从而 y

＊
i≥0。

因此 , 存在 y
＊
∈ f(x

＊
), 使得对于任意 i∈

N1 , y
＊
i·x

＊
i =0 , 因此 x

＊
·y

＊
=0。即当 x

＊
为 h

的不动点时 , x
＊
为集值非线性互补问题的解 。

反之 , 若 x
＊
为集值非线性互补问题的解 , 则

存在 y
＊
∈ f(x

＊
)∩ R

n
+,使得 x

＊
·y

＊
=0 。

若 x
＊
i >0, 此时 y

＊
i =0 , 有 x

＊
i =max{0, x

＊
i -

y
＊
i}。

若 x
＊
i =0, 此时 y

＊
i >0, 因此 x

＊
i -y

＊
i≤0, 故

有 0 =x
＊
i =max{0, x

＊
i -y

＊
i}。

即存在 y
＊
∈ f(x

＊
), 使得 x

＊
=p(x

＊
-y

＊
),

由 h的定义知 , x
＊
为 h的不动点。即当 x

＊
为问题

SNLCP的解时 , x
＊
为 h的不动点 。

由引理 1、 2, 我们可得到如下定理 1。

定理 1　设 U为 R
n
中开集 , h(U)有界 , 若存

在 ω∈ U,使得对任意 x∈  U∩ R
n
+ , 都有

x λh(x)+(1 -λ)ω, 　λ∈ (0, 1) (1)

则集值非线性互补问题 SNLCP有解。

证明　因为 f是取紧凸值的上半连续映射 , 故

I-f为取紧凸值的上半连续映射 , p为单值连续映

射 , 因此 I-f, p均为零调映射。因 h=p (I-

f), 故 h∈ Vc(R
n
, R

n
), 由引理 1知 h在 U中有不

动点 , 由引理 2知 h的不动点为集值非线性互补问

题 SNLCP的解 。

注　若 U有界 , 则 U紧 , 因为 h是取紧值的

上半连续映射 , 因此 h(U)紧 ,从而 h(U)有界。

定理 2　设 U为 R
n
中开集 , h(U)有界 , 若存

在 ω∈ R
n
+∩ U, 使得对任一 x∈  U∩ R

n
+,任一 z

∈ f(x),存在某一 i0 ∈ N1 , 满足

(xi0 -ωi0)zi0 >0 (2)

则集值非线性互补问题 SNLCP有解 。

证明　设 x为  U∩R
n
+中任意一点 , 下证

x λh(x)+(1 -λ)ω, 　 λ∈ (0, 1)

假若不然 , 则存在 a∈  U∩ R
n
+, λ0 ∈ (0, 1), y∈

h(a), 使得

a=λ0·y+(1 -λ0)ω (3)

由 h的定义可知存在 z∈ f(a), 使得任一 i∈ N1 ,

都有 y
＊
i =max{0, ai-zi}。

由定理条件知存在某一 i0 ∈ N1 , 满足

(xi0 -ωi0)zi0 >0

若 yi0 >0, 则 yi0 =ai0 -zi0 , 由 (3)可知 ai0 =

λ0(ai
0
-zi

0
)+(1 -λ0)ωi

0
。从而 λ0zi

0
+(1 -

λ0)(ai0 -ωi0)=0 , 因此 zi0与 ai0 -ωi0或者为符号

相反的两个数 , 或者均为 0, 这都与 (xi0 -ωi0)zi0
>0矛盾 , 即与(2)矛盾 。

若 yi0 =0 , 由 (3)可知

ai
0
=(1 -λ0)ωi

0

因 ω∈ R
n
+ , 故 0≤wi0 , 由 (2)可知 ai0≠ωi0 , 故

有 0≤ai0 <ωi0 。由 (2)可知 , 任一 z∈f(a), 都

有 zi0 <0, 故 ai0 -zi0 >0, 故由 h的定义知 yi0 >0,

而 0=yi
0
, 矛盾。

因此我们有

x λh(x)+(1 -λ)ω, 　　 λ∈ (0, 1)

由定理 1可知 h在 U中有不动点 , 因而集值非线

性互补问题在 R
n
+∩ U中有解 。

定理 3　设 U为 R
n
中开集 , h(U)有界。若存

在 ω∈ U, 使得对任意 x∈  U∩ R
n
+ , 任意 z∈

f(x), 满足

〈x-ω, z〉≥ 0 (4)

则集值非线性互补问题 SNLCP有解 。

证明与定理 2的证明类似 , 不再赘述。

为保证非线性互补问题有解 , 常用 Karamard-

ian条件如下:

存在 R
n
+的非空有界子集 D, 存在 y∈ D, 使得

对于任意 x∈ R
n
+ , 满足

max
z∈ f(x)
〈x-y, z〉≥ 0

显然 , 定理 3推广了 Karamardian条件 。

下面对于 f为集值 P0映射时 , 我们给出集值

非线性互补问题存在解的充分条件 。文 [ 4] 在 f

为单值连续映射时 , 利用例外簇证明了如下定理 。
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定理 4　设 f为取紧凸值上半连续集值 P0映

射 , 若存在 n个数 li≥0, (i=1, 2, … , n), 使

得 f(liei)∩ R
n
+≠ (i=1, 2, …, n), 则集值非

线性互补问题 SNLCP有解。

证明　由定理 1及其注 , 只需证明如下结论:

存在 U为 R
n
中有界开集 , 存在 ω∈ R

n
+∩ U,

设 x为  U∩ R
n
+中任意一点 , 有

x λh(x)+(1 -λ)ω,  λ∈ (0, 1)

假设上述结论不成立 , 对任意 r>0, 取 U=B(0,

r), ω=0, 则存在 x
r
∈  B(0, r), 使得存在 λ

r
∈

(0, 1), 满足

x
r
∈ λ

r
h(x

r
)

由 h的定义知 , 存在 u
r
∈ f(x

r
), 满足

x
r
i=λ

r
max{0, x

r
i-u

r
i} (5)

易知若 x
r
i>0, 则有 u

r
i= (λ

r
-1)x

r
i, 若 x

r
i=0,

则 u
r
i≥0。

令 l=max
1≤i≤n

li。因 x
r
∈  B(0, r), 故 ‖x

r
‖ =

r,从而有 lim
r※+∞
‖x

r
‖ =+∞。故存在 r0和 i0 ∈ N1 ,使

得 x
r
0
i0
>l。

下面令 x=x
r0 , 取 u∈ f(x), 若 xi>0, 由

(5)知有 ui=(λ
r
-1)xi<0;若 xi=0, 则 ui≥

0。

令 y=li0ei0 , 由定理条件可知 , 存在 v∈ f(y),

使得 v∈ R
n
+ , 即对任意 i∈N1 , 有 vi≥0。

下面分两种情况证明 xi≠yi时 , (ui-vi)(xi-

yi)<0 。

1)若 i=i0。此时 xi>l≥yi, 因此 xi>0, 故 ui

<0;因 vi≥0, 因此 ui-vi<0, 从而有 (ui-

vi)(xi-yi)<0 。

2)若 i≠i0 , 且 xi≠yi。因此时 yi=0, 故 xi>

0, 从而有 ui<0, 因 vi≥0, 因此 ui-vi<0, 有 (ui

-vi)(xi-yi)<0。

这与集值 P0映射定义矛盾。因此集值非线性

互补问题 SNLCP有解。

2　求解算法

当 f为单值连续映射时 , h也为单值连续映

射 , 下面利用文 [ 5] 中给出的 Leray-Schauder不

动点算法 , 来计算 h的不动点 , 从而求解非线性互

补问题 。该算法要求的条件非常弱 , 如文 [ 4] 中

给出非线性互补问题存在解的一个充分条件 , 由定

理 4及其证明可知 , 利用本文给出的算法 , 我们可

求出非线性互补问题的解 。

算法　先对 (0, 1] ×R
n
作 D3剖分 。设 y=(t,

x)为(0, 1] ×R
n
的 D3剖分的一个顶点。

若 t=1 , 则令  (y)=ω。

若 t<1 , 当 x U时 , 则令  (y)=ω;当 x

∈ U时 , 任意取定 z∈ x-f(x),定义 z如下:

任给 i∈ N1 , 若 zi≥0, 则令 z′i=zi;若 zi<0,

则令 z′i=0。显然如上构造的 z′=h(x)。现取定

h(x)作为  (y)。

在剖分的每个单纯形上按重心坐标将顶点上已

赋值的  作仿射扩张 , 得到单值的分片线性映射:

 :(0, 1] ×R
n
※R

n
。最后按

Χ(t, x)=x- (t, x)

定义的 Χ:(0, 1] ×R
n
※ R

n
为向量标号映射。在

{1}×R
n
上 , Χ(1, x)=x-ω,故在{1}×R

n
上有且

只有一个完备界面 , 记为 τ0。

利用完备单纯形的转轴运算 [ 10] , 我们可得

到一个完备界面组成的序列 。因此时所有完备界面

都在 (0, 1] ×R
n
的一个有界区域内 [ 7] , 则无穷

的完备界面序列必有一个形如 (0, x0)的聚点 ,

事实上 x0为 h的不动点 [ 7] , 从而 x0为非线性互

补问题的解。
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heatstateandattheoutletoftheevaporatorwithapressureshakeofthewholeloop.Inordertoinvestigatethesu-

perheatphenomenaofMPCL, testshavebeencarriedoutwithdifferentoperationconditionssuchasset-pointevap-

orativetemperature, massflowandheatload.Itconcludedthatthelessevaporativetemperatureis, thehighersu-

perheattemperatureis.Moreover, superheatwilllastashortertimewiththeheatloadincreasing.Finally, itisal-

sopointedoutthatagreatermassflowwillcausealargerpressureshake.
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structedtotransformtheset-valuednolinearcomplementarityproblemsintofixedpointproblems.Byutilizingthe

Leary-Schauderfixedpointtheorem, asufficientconditionisgivenfortheexistenceofthesolutiontotheset-valued

nonlinearcomplementarityproblems.Theresultsgeneralizesomewell-knownexistencetheorems.Then, Leary-
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