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明渠水流 -水质模型的格子 Boltzmann方法
＊

李毅能 , 黄　平
(中山大学环境科学与工程学院环境科学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:建立了一个明渠水流 -水质的格子 Boltzmann模型 (LBM), 经过 Chapman-Enskog展开可以得出守恒

形式的二维明渠浅水动力学方程组和对流扩散方程。对于浓度场 , 针对各向异性的紊动扩散系数提出改进的简

化 LBM模型 , 即松弛时间在纵向和横向不一致以及平衡分布函数不含流速的二阶项 , 更符合宏观方程。数值模

拟了污染物的非对称扩散稳态和对流扩散输送的二维稳态问题 , 并与理论解进行了对比 , 相对误差在 3%以下。

对于二维恒定流下事故瞬时排放污染物的动态扩散输送问题 , 结果较好的反映了下游取水口处浓度增值随时间

变化的高斯分布 , 和一阶迎风有限体积通量向量分裂法 (FVS)的计算结果对比相对误差不大于 1.8%。本模型

具有很好的并行计算性能 , 在环境污染模拟与预测的数值计算领域有着广阔的发展前景。
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　　20世纪 80年代发展起来的格子 Boltzmann方

法 , 相对于传统的数值计算方法主要有如下特

点
[ 1-2]

:①边界处理简单 , 且精度较高 , 特别对于

曲边界;②总是符合物理守恒规律;③对流算子为

线性 , 扩散或粘性项以代数形式代表 。目前 , 格子

Boltzmann模型 (简称 LBM)除了在一般的流体力

学问题中得到成功的验证外 , 还在湍流 , 多相流 ,

多组分流 , 多孔介质流 , 化学反应扩散 , 生物流场

等相关领域得到较好的应用
[ 1, 3-6]

。在水动力模拟

上 , 也进行了许多有益的研究 , 如溃坝 , 方柱绕

流 , 涌波的反射与绕射
[ 7 ～ 10]

。近年来 , 有学者建

立了能符合浅水动力方程组的 LBM模型 (简称

SWLBM), 成功地测试了其在不同水力条件下的应

用能力 , 证明该模型能用于模拟浅水流动
[ 11-13]

。

与此同时 , 也有学者将 LBM模型应用模拟悬浮粒

子和被动粒子流并获得成功
[ 14-15]

。然而 , 针对浅

水方程和对流扩散方程的耦合格子 Boltzmann模型

(简称 CLBM)研究缺少 , 特别是在污染物的动态

输送上的研究更是如此。 Shan
[ 16]
利用组合的 LBM

模型模拟了 Rayleigh-Benard问题
[ 16]
, He等也建立

了计算热流和温度场的耦合格子 Boltzmann模

型
[ 17]
。然而 , 这些模型求解对流扩散方程的平衡

分布函数中多出了流速的二阶项。由于对流扩散方

程中没有流速的二阶项 , Inamuro等
[ 18]
提出一个简

化的 LBM模型求解对流扩散方程 , 此模型中平衡

分布函数没有流速的二阶项 , 且精度与格子空间精

度一致 , 都是二阶精度 。但是 Inamuro提出的模型

没有考虑扩散系数的各向异性 , 而在环境污染模拟

中扩散系数为紊动扩散系数 , 具有各向异性的特

点 , 故本文提出改进的 LBM模型 , 通过引入纵向

和横向不一致的碰撞松弛时间 , 使推导出来的宏观

方程的扩散系数具有各向异性。

本文还尝试建立了模拟污染物的动态输送的耦

合水流 -水质的格子 Boltzmann模型 (CLBM), 在

模型中利用 SWLBM求解流场 、 改进的 LBM求解

对流扩散方程 , 并用实例检验了 CLBM在环境污染

模拟中的能力 。

1　二维明渠水流 -水质方程组

二维明渠水流 -水质的连续性方程 、动量方程

和对流扩散方程表示如下
[ 19]
:
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式中 , h为水深;ui是垂向平均的流速;i、 j分别

代表 x和 y方向;g为重力加速度;c是垂向平均

的污染物浓度;Si=Sbi-Sfi, 其中 Sbi=-gh
 zb
 xi
为

渠道底坡引起的水面坡降;Sfi=gn
2
ui ujuj/h

1/3
为

摩阻引起的水面坡降;n为 Manning糙率系数;D

为扩散系数;Sc=-Khc+S0h;K为污染物衰减系

数;S0为源和汇。

2　格子 Boltzmann方法

2.1　水流部分的格子 Boltzmann方法

本文采用方格 D2Q9模型 , 即如图 1所示把方

格中心的粒子分成 9种 , 一种不移动 , 其余 8种向

图中的 8个方向移动
[ 20]
。根据格子 boltzmann方法

的理论 , LBM方程考虑了微观粒子在网格中的移

动和碰撞 , 碰撞项经 BGK近似处理后方程为
[ 21]
:

fα(xi+eαiΔt, t+Δt)-fα(x, t)=-
1
τ
(fαi-f

eq
)+

Δt
Nαe

2eαiFi(xi, t), α=0 ～ 8 (4)

式中 , fα是 α移动方向上的粒子分布函数;f
eq
α是

粒子平衡分布函数;τ是单碰撞松弛时间;eα是与

方向 α对应的速度向量; eα =Δx/Δt;Δx是网

格长度;Δt是时间步长;Fi是 i方向的外力项;

Nα=
1

e
2 ∑αeαieαi=6。此时 , 物理量 h和 ui确定为:

h=∑
α
fα, 　ui=

1

h∑α eαifα (5)

速度向量 eα定义为:

eα =

0, 　　　α=0

iecos(
π(α-1)

4
)+jesin(

π(α-1)
4

)

α=1, 3, 5, 7

iecos(
π(α-1)

4
)+jesin(

π(α-1)
4

)

α=2, 4, 6, 8

(6)

其中 e=Δx/Δt。

平衡分布函数表示为
[ 12]
:

f
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2
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2 -

2h
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2uiuj, 　　α=0
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2

6e
2 +

h
3e
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h
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6e
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α=1, 3 , 5, 7　　　　　　 (7)
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24e
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h
12e
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24e
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α=2, 4 , 6, 8

经过 Chapman-Engkog展开
[ 22]
, 并利用式 (5)

图 1　离散格子和粒子运动方向

Fig.1　Discretelatticeandthetrajectoryofparticles

和式 (7), 式 (4)可以得到带粘性项的浅水方程

组 (式 (1)和式 (2))。其中 , 外力项和宏观上

的粘性系数表示为
[ 12]
:

Fi(xi, t)=-gh
 zb
 xi
-sfi, 　v=

Δt
6
(2τ-1)e

2
(8)

2.2　水质部分的格子 Boltzmann方法

本文定义污染物的对流扩散输送的平衡分布函

数为 g, 即

g
eq
α =Pα· h+

3heaui
e
2 (9)

其中 , Pα =

4/9, 　α=0

1/9, 　α=1, 3, 5, 7

1/36, 　α=2, 4, 6, 8

此时可得 ,

gα(xi+eαΔt, t+Δt)-gα(xi, t)=

-1
τα
(gα-g

eq
α)+Δt·Scα(xi, xj, t) (10)

α=0 ～ 8

其中 , τα =

τxi, 　α=1 , 5

τxj, 　α=3, 7

τx
i
x
j
, 　α=0, 2, 4, 6, 8

且 τx
i
x
j
=(τ

2
x
i
+τ

2
x
j
)/2 τx

i
τx
j

Scα为污染源的源或汇项 ,

Scα(xi, xj, t)=Pα(-Khc+S0h), α=0 ～ 8 (11)

由式 (11)可以得到

∑
α
Scα =-Khc+S0h, 　∑

α
eαiScα =0,

于是宏观污染物浓度可由下式确定 ,

c=
1
h∑α gα (12)

上面建立的离散动力学模型能否用于物质输送扩散

的模拟 , 首先要看它能否以一定精度逼近对流扩散

方程:
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将式 (10)进行 Taylor展开 , 得
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应用 Chapman-Engkog展开
[ 18]
和多尺度分析:

gα =g
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(1)
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(2)
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将式 (14)代入式 (13), 可以得到阶方程
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+(eα· )g
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=-

1

τα
g
(1)
α +Scα (15)

再利用式 (14)和 (15)可以得到 Δt
2
阶方程 ,

 
 t
+(eα· )g

eq
+Δt·  

 t
+(eα· )·

1 -
1

2τα
g
(1)
α =-

g
(1)
α +Δt· g
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由 Δt的任意性和式 (12), 得

∑
α
g
(n)
α =0, n=1, 2, … (17)

由式 (9)有

∑
α
e
2
αig

eq
α =2

e2
hc·

[ (2τxi-1)/9 +(2τx
i
x
j
-1)/18] (18)

对式(16)求和并利用式(9)、(12)、(15)、(17)和

(18), 得
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得到

 (hc)
 t

+
 (huic)
 xi

=

 
 xi
Δte

2
·
(2τx

i
-1)

9
+
(2τx

i
x
j
-1)

18

 (hc)
 xi

+

 
 xj
Δte

2
·
(2τxi-1)

9
+
(2τxixj-1)

18

 (hc)
 xj

+

O(τ
2
xi)+O(τ

2
xj)+Sc (20)

扩散系数为

　Dx =Δt·
(2τxi-1)

9
+
(2τxixj-1)

18
·e

2
　(21)

　Dy =Δt·
(2τx

i
-1)

9
+
(2τx

i
x
j
-1)

18
·e

2
　(22)

2.3　边界条件

(1)对于已知的开边界 , 采用如下的方法求

解未知分布函数
[ 23]
,

f1 =f5 +
2hu
3e
, 　　f2 =

hu
6e
+f6 +

f3 -f7
2
,

f8 =
hu
6e
+f4 +

f7 -f3
2

(23)

(2)对于无滑闭边界可用改进的 bounce-back

边界条件 , 对于滑动边界 , 采用固体法向变化梯度

为 0的边界条件
[ 20, 24]

。

3　数值试验

3.1　二维不对称纯扩散

4m×6m、 水深为 2m的静止河塘中心 , 瞬时

(0.02 s)排放 10 g不可降解的污染物 , 污染物在

水中的扩散运动可以看作是二维纯扩散运动 , 并有

解析解
[ 7]
:

c=
m
h
·

1

4πt DxDy
exp(-((x-x0)

2
/

4(Dxt)+(y-y0)
2
/(4Dyt))) (24)

其中 , m是污染物的瞬时投放量;A是过水断面面

积;D由式 (21)和 (22)确定。

取■x=■y=0.1 m, ■t=0.02 s, e=5 m/s,

x0 =2 m, τ=0.53, Dx=0.018 5 m
2
/s, Dy=0.011

8m
2
/s(τx=0.62, τy=0.56)给出■t=10 s的计

算结果 (图 2), 相对误差 R=1.82%, 从结果可以

看到计算结果和解析解比较吻合 。

图 2　二维非对称纯扩散在 10s时的浓度分布对比图

Fig.2　2-Dasymmetricpurediffusion:comparisonof

concentrationat10s

取 Dx=0.017 8 m
2
/s, Dy=0.007 8 m

2
/s(τx

=0.62, τy=0.53)时 , 相对误差变为 2.56%。可

见 , 当纵向和横向扩散系数相差越大 , 模型的精度

会略有降低 , 但幅度较小。

3.2　二维稳态问题

一长 400m, 宽 150m的平底明渠 , 在 x0 =50

m, y0 =75 m处有一排污量为 W=10 g/s的排污

口 , 污染物的讲解系数为 K=0.1/86 400 (1/s),

105



中山大学学报 (自然科学版) 第 46卷　

明渠上游流量恒定为 Q=132.22 m
3
/s, 下游水深

为 h=1.52m, 当排污一定时间后 , 污染物浓度在

明渠中的分布是一个二维稳态水质问题 , 其解析解

为
[ 7]
:

c=
W
h
·

1

4πDyu· (x-x0)
exp(-u·(y-y0)

2
/

　(4Dy·(x-x0))·exp(-K(x-x0)/u)　(27)

取■x=■y=5 m, ■t=0.5 s, e=10 m/s, τ=

0.53, n=0.01, Dx=0.008 3 m
2
/s, Dy=0.015

m
2
/s(τx=0.54, τy=0.6), 从结果可以看到水质

的计算结果和解析解吻合较好 (图 3)。

图 3　污染物二维稳态浓度分布对比图

Fig.3　2-Dsteadydistributioncomparisonofconcentration

3.3　恒定流下的排放事故

计算域为 6 000m×1 000m的平底河道 , 上游

流量为 2 500 m
3
/s, 下游水深 3.5 m;在离上边界

750m的岸边处发生事故 , 有 100 kg污染物泄漏 ,

污染物的降解系数为 k=0.1 (1 /d), 事故发生点

下游 4 250m处有一取水口 , 取水量为 4 m
3
/s。取

■x=■y=50 m, ■t=5 s, e=10 m/s, τ=0.55,

Dx分别取 10、 16.667和 30 m
2
/s(τx分别取 0.55、

0.8和 1), Dy分别取 16.667 m
2
/s、 50 m

2
/s和

83.333 m
2
/s(分别取 0.61、 0.8和 1.08), 固体边

界采用无滑边界 。图 4是事故发生后 6 h内取水口

的浓度变化 。表 1是不同扩散系数 (不同浓度碰

撞时间)下计算结果的峰值对比。

表 1　取水口处最大浓度增值对比
Tab.1　Comparisonofmaxconcentrationattheintake

τy
C/ (mg· L-1)

CLBM FVS 差值 相对误差 /%

0.61 0.712 0.723 -0.011 1.52

0.8 0.551 0.546 0.005 0.92

1.08 0.509 0.500 0.009 1.80

由图 4实线是 CLBM的计算结果 ,虚线是一阶

迎风有限体积通量向量分裂格式(FVS)的计算结

果 ,它们吻合较好 ,反映了取水口处浓度增值随时间

变化的分布情况。从表 1和图 4可以看出 ,随着扩

散系数的变化 , FVS的变化幅度要略大于 CLBM,但

是差别是很小的。可见 , CLBM能较好的模拟污染

物在二维恒定流场下的动态扩散输送。

图 4　取水口处随时间变化的浓度分布

Fig.4　Thetemporaldistributionofconcentrationattheintake

4　结　论

本文在前人的基础上提出改进的 LBM模型 ,使

之在求解对流扩散方程时能体现扩散系数的各向异

性 ,并建立了基于 SWLBM和改进 LBM的守恒水流

-水质耦合格子 Boltzmann模型(CLBM),它可以从

理论上逼近浅水动力学方程组和对流扩散方程。数

值模拟了污染物在非对称扩散问题 、二维稳态问题

的扩散和对流扩散运动 ,水流和水质的计算结果都

与理论解相当吻合 ,但随着纵向和横向扩散系数的

差距增大 ,模型的精度会略有降低 ,不过幅度较小。

另外 ,应用本模型能模拟二维恒定流下瞬时排放的

水流和水质的动态变化 ,并与传统的一阶有限体积

法进行对比 ,结果在下游取水口处两种方法的计算

结果十分接近 ,相对误差在 1.8%以下 ,证明了本模

型能很好的完成水流和水质的动态协同计算 ,证明

了本模型能很好的完成水流和水质的协同计算 ,可

为格子 Boltzmann方法在环境污染模拟中的应用提

供依据。此外 ,格子 Boltzmann模型用简单的粒子

迁移和相互作用来模拟流体和粒子运动 ,各粒子的

演变过程用简明的显式表达式来描述 ,适合于并行

计算 ,且边界处理灵活简单 ,在环境污染模拟中有一

定的应用前景 。
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ALatticeBoltzmannModelfortheOpenChannelShallowWater
andContaminantTransportEquations

LIYi-neng, HUANGPing

(SchoolofEnvironmentalScienceandEngineering, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:AlatticeBoltzmannmodel(LBM)fortheopenchannelshallowwaterandpollutanttransportequations

isdeveloped.ThemodelcanrecovertheconservationequationsofshallowwaterdynamicsviaChapman-Enskogex-

pansion.AmodifiedLBMisproposedfortheanisotropicturbulentdispersioncoefficientinthepollutantfield.In

themodifiedLBMtherelaxationtimeisdifferentinthex-directionandthey-directionandthelocalequilibriumhas

notermsofsecondorderinflowvelocity.Thenumericaltestsshowthatthismodelstrictlyobeystheconservation

lawofmassandmomentum.Inthenumericaltesttheasymmetricpurediffusionproblemandthe2-Dsteadystate

convection-diffusionofpollutantproblemaresimulated.Goodagreementisobtainedbetweennumericalpredictions

andanalyticalsolutionsandtherelativeerrorislessthan3%.Furthermore, thepollutanttransportwithinstantly

letsourcein2-Dsteadyflowissimulated.TheresultsreflecttheGaussiandistributionofconcentrationattheintake

inthedownriver.Andtheagreementisgoodwiththeresultsoftheoneorderunwindfinitevolumefluxvectorsplit-

tingscheme(FVS).Therelativeerrorislessthen1.8% betweenthetwomethodsattheintake.Themodelis

goodatparallelcomputationanditisaverycompetitivemethodforsimulationofenvironmentalcontamination.

Keywords:LatticeBoltzmannmethod;Shallowwaterequation;convectionwithdiffusion;Conservationlaw
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