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Hecke群的同余子群
＊

陈　波 , 袁平之
(中山大学 数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:Hecke群为 PSL(2, R)的一类重要的离散子群 , 它们在研究 Dirichlet级数起了重要的作用。 Hecke群的

有限指数的子群 (称这些子群为 Hecke群的同余子群)同样在研究 Dirichlet级数发挥了重要作用 , 调查这些子

群的结构是非常必要的 。这些子群中 , 人们特别关注那些正规的同余子群。对于 Hecke群 H(q), 级为 2的幂

的主同余正规子群的结构将会被调查。
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1　主要结论

令 R, T:R(z)=-1/z, T(z)=z+λ, z∈ C。设

H(λ)=<R, T>。当 H(λ)为离散群时 (此时

H(λ)被称为 Hecke群), 它对研究 Dirichlet级数

有重要意义 。 Hecke
[ 1]
证明 H(λ)离散当且仅当 λ

=λq=2cos(π/q), q∈ Z, q≥3,或 λ≥2 。Hecke

群在很多文献中有研究
[ 2-7]

。在文献 [ 3, 7] 中 ,

H(λq) C2＊Cq;H(λ) C2＊Cq。

PSL(2, R)中的变换 g:z※
az+b
cz+d

用矩阵可表

为
q　b

c　d
。当 λ= q Z(q为正整数), 令 G为

PSL(2, Z[ q])中形如(ⅰ)
q bq

cq d
(ⅱ)
αq β

γ δq
,

a, b, c, d, α, β, γ, δ∈ Z的元素组成的群 ,则 H(q)

<G<PSL(2 , Z[ q] )。记 He为(ⅰ)的元素组成的

子群 ,则  H(q):He =2。据 [ 8] ,
A　B

C　D
∈ H(q)

当且仅当

A
C
= X0 q, ∈ 1X1 q, … , ∈ nXn q,

X0 ∈ Z, Xi>0 , ∈ i=±1, i=1, …, n, n∈ Z

(1)

　　设 m为正整数 , A=Z[ q] /mZ[ q] 。则 A的

元素可唯一的表为  a+ bq,  a,  b为整数 a, b在模

m剩余类。令 φm为同态 φm:H(q)※PSL(2, A),

φm:
a bq

cq d
 ※

 α  bq

 cq  d
,

aq b

c dq
 ※
 αq  b

 c  dq
(2)

　　记 kerφm =Hm(q), 则

Hm(q)=
a bq

cq d
∈ H(q)a≡b≡

±1, b≡c≡ 0modm}

设 p为素数 , n, t为满足 n>t的两个正整数 , Γ
n
t为

φpn(H(q))到 φpt(H(q))的映射

Γ
n
t:

 α  bq

 cq  d
 ※

 α  bq

 cq  d

 aq  b

 c  dq
 ※

 α q  b

 c  dq
(3)

 a,  b,  c,  d为分别为  a,  b,  c,  d在模 p
t
的同余类。则 Γ

n
t

为满同态且 φpt =Γ
n
tφpn。

设 u为 x
2
-q在 Zm中的根。同态

-
:Z[ q]

※Zm, ζ=a+bq ※ζ= a+ bu( a b为模 m的剩余

系)可诱导出从 H(q)到 PSL(2, Zm)的群同态

ψm, u。则 kerψm, u为 H(q)的正规子群且 Hm(q)

≤kerψm, u。类似于 (3)式 , 有从 ψpn, u(H(q))

到 ψpt, u(H(q))的同态映射 Δ
n
t, 使得 ψpt, u =

Δ
n
tψpn, u。

当 q=2 或 3 , 利用 Maceath
[ 9]
的 结 果 ,

H(q)/HP(q)的 H(q)/kerψp, u的结构 Theorem
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5.1
[ 10]
, Theorem2.3

[ 10]
, Theorem2.2

[ 11]
中已经给

出 。本文讨论 p=2且 q为偶数时 , 这两个群的结

构 。如果有限群 G有正规循环子群 H满足  H =

m, H≤Z(G)(G的中心)且 G/H D2m (D2m为

阶为 2m的二面体群)则称 G为 ED(m) -群 。

设 n为正整数 , q为偶数 。当 x
2
-q在 Z2n中有根

u, 则 u=2
e
ε, 其中 ε为 Z2n中的单位 , e为满足 0

<e≤n的正整数 (当 e=n时 , u=0), 记 ord2

(a)为满足 2
ord2(a)‖ a的整数 。下面是我们的主要

的结论 。

定理 1　令 u为 x
2
-q在 Z2n中的根 ,

H(q)/kerψ2n, u =H

设 ord2 (q) =2e。若 2
n
 q, 则

(1)当 n≤e时 , 有 H(q) /kerψ2n, u C2;

(2)当 e<n≤2e时 , H(q) /kerψ2n, u为 ED

(2
n-e)
-群 。

定理 2　令 u为 x
2
-q在 Z2n中的根 , H(q) /

kerψ2n, u。设 ord2 (q) =2e。若 2 q但 2
n
不整除

q, 则存在 H的正规子群 H1使得 H/H1为 ED(2
e
)

-群 ,  H1  =2
3(n-2e)

且 d(H1)≤n-2e。

在下面定理中 , 我们不要求 x
2
-q在 Z2n中一

定有根 。

定理 3　设 F=H(q)/H2n(q)且 ord2(q)

=e>0 , 则下列命题成立

(1)若 n≤e, 则 F为 ED(2
n
) -群;

(2)若 n>e, 则有 F的 2
3(n-e)

阶正规子群 N,

使得 F/N为 ED(2
n
) -群且 d(N)≤n-e。

2　定理的证明

首先我们引入一些记号 。设 r2
n
=ψ2n, u(R), s2n

=ψ2n, u(S)且 T2n =ψ2n, u(T), 则 S
2
2n =-I+2

e
εs2n。

如果 2
n
 q, 那么 s

2
2n =-I+2

e
εr2n。分别用 S2n, T2n,

R2n表示 φ2n(S), φ2n(T)和 φ2n(R)。

定理 1的证明:

(1)若 n≤e, 则 u=0, 因此 t2n =I且 s2n =r2n,

于 是 ψ2n, u(H( q)) = <r2n, s2n, t2n > =

<r2n > C2。

(2)若 e<n≤ 2e。令 Q=ψ2n, u(H(q))=

<t2n, s2n >, K=<s
2
2n >。我们断言:K≤Z(Q)且

o(t2n)=o(s
2
2n)=2

n-e
。不难计算 t

-1
2ns

2
2nt2n =s

2
2n, 从

而 s
2
2nt2n =t2ns

2
2n, K≤Z(Q)。易见 o(t2n)=2

n-e
。由

s
2k
2n =(-I+2

e
εr2n)

k
=∑

k

i=0
(-1)

k-i k

i
(2
ei
ε
i
)r
i
2n =

(-I)
k
+(-1)

k-1
2
e
kεr2n (4)

得 o(s
2
2n)=2

n-e
, 故断言为真。通过计算可知

t
-1
2ns

2
2nt2n =t

-1
2ns

2
2n , 故

s
-1
2nt

2
2ns2nK=t

-1
2ns

2
2nK=t

-1
2nK

而 <t2n >中的每个矩阵可表为
1　2

e
mε

0　　1
, 0≤m<

2
n-e
。若(s

2
2n)

k
=t

m
2n, 由(4), 2

e
kε≡ 0mod2

n
, 于是

2
n-e
 k, 从而 <t2n >∩ <s

2
2n >=1。于是

o(t2nK)= <t2n >K/K =

 <t2n >/ <t2n >∩ K = <t2n > =2
n-e

容易看出:o(t2nK)=2, 因此 Q/K D2n-e+1故 Q为

ED(2
n-e
)-群 , 这完成了证明。

引理 1　o(t2k+2e) = 2
k+e
;且若 e>1, 则

o(s
2
2k+2e)=2

k+e
。

证明　由于

(s
2
2k+2e)

2k+e
=(-I+2

e
εs2k+2e)

2k+e
=

∑
2k+e

i=0
(-1)

2k+e-i 2k+e
i
(2
e
ε)
i
s
i
2k+2e

对满足 0 <i<2
k+e
的 i,记 i=2

β
m, (m, 2)=1, β≥

0,则

ord2
2
k+e

i
(2
e
ε)
i
≥k+e+2

β
e-β

若 β =0,则

ord2
2
k+e

i
(2
e
ε)
i
≥k=2e

若 β >0, 则

ord2
2k+e
i
(2
e
ε)
i
≥k+e+2

β
e-β ≥k+2

于是 (s
2
2k+2e)

2k+e
=I

由于

(s
2
2k+2e)

2k+e-1
=(-I+ε2

e
s2k+2e)

2k+e-1
=

∑
2k+e-1

i=0
(-1)

2k+e-1-i 2
k+e-1

i
(2
e
ε)
i
s
i
2k+2e

记 i=2
β
m, (m, 2)=1, 则

ord2
2
k+e-1

i
(2
e
ε)
i
=k+e-1 +2

β
em-β

若 ord2
2
k+e-1

i
(2
e
ε)
i
<k+2e,则 2

β
em-β <e+1。

则 β =0。否则由 2
β
me-β≥2

β
e-β≥2

β
+e-β。若

β >1, 则 2
β
-β >1。故 1+e<2

β
-β +e≤e+1,

矛盾 。若 β =1, 那么 2em-1≤e+1。于是e(2m-1)

<2,这说明 e<2, 矛盾。故 β =0, me<e+1, 从而

m=1, 故(s
2
2n)

2k+e-1
=-I+2

k+2e-1
εs2k+2e≠±I。

引理 2　设 k为正整数 , Δ为上一节这义的同态

映射。则 kerΔ
k+2e
k+2e-1 =8且 kerΔ

k+2e
k+2e-1为初等 Abel

2-群。

证明　当 e>1,令 M=<t
2k+e-1

2k+2e , s
2k+e-12
2k+2e >。我们

2
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断言:M C2 ×C2且

M= ±
1

2
k+2e-1

m
　

2
k+2e-1

t
1

t, m∈ Z2

由引理 1,

o(t2k+2e-1)=o(s
2
2k+2e-1)=2

k+e-1

于是

t
2k+e-1

2k+2e , s
2k+e-12
2k+2e ∈ kerΔ

k+2e
k+2e-1

若 1≠<s
2k+e-1

2k+2e >∩ <t
2k+e-1

2k+2e >

则 <s
2k+e-12
2k+2e >=<t

2k+e-1

2k+2e >

由 1

0
　

2
k+2e-1

ε
1

=t
2k+e-1

2k+2e =s
2k+e-12
2k+2e =

(-1)
1

-2
k+2e-1

ε
　

2
k+2e-1

ε
1

故 2
k+2e-1

≡ 0, mod2
k+2e
, 矛盾 , 故

<s
2k+e-1

2k+2e >∩ <t
2k+e-12
2k+2e >=1

易证 kerΔ
k+2e
k+2e-1是 Abel的 , 因此 M C2 ×C2。设

M1 = ±
1

2
k+2e-1

m
　

2
k+2e-1

t
1

t, m∈ Z2

很明显 M1为 4阶群且 M≤M1 , 于是 M=M1 , 从而

断言为真。

现在证明 M≠kerΔ
k+2e
k+2e-1 , 设

g=T
X
1RT

X′
1RT

X
2RT

X′
2R=

X1X′1q-1)(X2X′2q-1)-

X1X′2q

-X2(X1X′1q-1)q+

X′1 q

X′1 q(X2X′2q-1)-

X′2 q
-X′1X2q+1

X1 =2
k+e-1

-1, X
′
1 =2

k-1
,

X2 =1, X
′
2 =2

k+e-1
-2

k-1
(5)

　　于是 ψ2k+2e, u(g)∈ kerΔ
k+2e
k+2e-1。由于 2

k+2e
不整除

ε
2
2
k+2e-1

(2
e
-1)(2

k+e-1
-1), 于是 g M, 令

K=
1 +2k+2e-1a 2k+2e-1b

2k+2e-1c 1 +2k+2e-1d
a, b, c, d∈ Z2 (6)

则 K≤PSL(2, Z2k+2e)且  K =8, 由于 M <ker

Δ
k+2e
k+2e-1 ≤K, 于是 kerΔ

k+2e
k+2e-1 =K, 容易看出 K是 A-

bel群且 g
2
=±I对任意的 g∈K, 从而 K为初等 A-

bel2-群 。于是 e>1时 , 命题为真 。

当 e=1, 令 h=r2k+2et
2k+e-1

2k+2er2k+2e, 易证 h=

1　　　　　0

-2
k+2e-1

ε　1
。于是 h∈ kerΔ

k+2e
k+2e-1。注意到 h∈

t
2k+e-1

2k+2e 且 h∈ kerΔ
k+2e
k+2e-1。设 M = h, t

2k+e-1

2k+2e 。易知

M= ±
1

2
k+2e-1

m
　

2
k+2e-1

t
1

t, m∈ Z2

像 (5)取 g,可以证明 M为 kerΔ
k+2e
k+2e-1的 4阶真子

群 ,而且有 M<kerΔ
k+2e
k+2e-1 ≤K, 其中 K为在式(6)

中定义的 8阶初等 Abel2-群 ,从而 kerΔ
k+2e
k+2e-1 =K,

于是命题为真 。

定理 2的证明　令 k=n-2e,由于 2
n
除不尽q,

则 k>0。我们对 k用归纳法证明我们的结论。如果 k

=1,那么 ψ21+2e, u(H q))。据定理 1, ψ22e, u(H q))

为 ED(2
e
)-群 ,设 H1 =kerΔ

1+2e
2e ,则由引理 2,  H1

 =2
3
且 d(H1)=1, 因此当 k=1, 命题为真 。

如果 k>1, 由引理 2可知:Δ
k+2e
k+2e-1的核是阶为

2
3
的初等 Abel2一群。设 F=ψ2k+2e-1 , u(H q))由归

纳法 , 存在 F的阶为 2
3(k-1)

的正规子群 F1 , 使得

F/F1为 ED(2
e
)-群并且 d(F1)≤k-1。令 H1 =

(Δ
k+2e
k+2e-1)

-1
(F1)。由于 H/Δ

k+2e
k+2e-1  ψ2k+2e, u(H q)),

则 H/H1  F/F1且 H1 /kerΔ
k+2e
k+2e-1  F1。于是

 H1  = F1  Δ
k+2e
k+2e-1 =2

3(n-2e)

并且

d(H1)≤d(F1)+d(kerΔ
k+2e
k+2e-1)≤

k-1 +1 =k=n-2e

定理 2的证明结束 。

引理 3　令 e=ord2 (q) >0, φ, Γ分别由

(2)式和 (3)式定义 , 则有

(1)如果 k=n-e≤0, 那么 φ2n (H q))为

ED(2
n
) -群;

(2)如果 k=n-e>0, 那么 kerΓ
k+e
k+e-1为 2

3
阶

初等 Abel2一群。

证明　 (1)设

Q=φ2n(H q), K=<S
2
2n >≤φ2n(H q)

由 T
-1
2nS

2
2nT2n =

-1 - q

q -1
=S

2
2n,知 K≤Z(Q)。通

过计算可得 T
-1
2nS

2
2n =S

-1
2nT2nS2n, 因此

S
-1
2nT2nS2nK=T

-1
2nS

2
2nK=T

-1
2nK (7)

计算 S
2k

2m可知 , S
2k

2n =(-1)
k 1 kq

-kq 1
。很明显

T
m
2n =

1 m q

0 1
, 于是

o(S
2
2n)=o(T2n)=2

n
,

<S
2
2n >∩ <T2n >=1 (8)

利用式 (7)和式 (8), 用与定理 1 (2)的证明

类似的方法可得 H(q)/H2n(q)为 ED(2
n
)-群。

(2)令 N=<T
2k+e-1

2k+e , R2k+eT
2k+e-1

2k+e R2k+e >, 类似

于引理 2的证明 , 可证 N是 kerΓ
k+e
k+e-1的真子群 ,

从而 kerΓ
k+e
k+e-1为 8阶的 , 容易验证 kerΓ

k+e
k+e-1初等

Abel2-群。

定理 3的证明　据引理 3, 只需证明第二个命

3



中山大学学报 (自然科学版) 第 46卷　

题 。用证明定理 2的方法 , 即可证明定理 3。
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CongruenceSubgroupsofHeckeGroups

CHENBo, YUANPing-zhi

(DepartmentofMathematics, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:HeckegroupsareanimportantclassofdiscretesubgroupsofPSL(2, R), whichplayanimportant

roleinstudyingDirichletseries.SubgroupswithfiniteindexofaHeckegroup, whicharecalledcongruencesub-

group, areoftenusedinresearchingDirichletseries, soitisnecessarytoinvestigatetheirstructure.Especially,

peoplepaymuchattentiontothosenormalsubgroup.FortheHeckegroupH(q), theprincipalsubgroupsoflev-

elapowerof2arediscussed.

Keywords:Heckegroup;principalcongruencesubgroup;congruencesubgroup
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