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Co-regular集的可计算性探讨
＊

邱玉文 , 赵希顺
(中山大学逻辑与认知研究所 , 广东 广州 510275)

摘　要:引入了在 TTE框架下 , 利用开集和闭集的表示式 , 定义了度量空间中 co-regular集的若干不等价表示
式;并对这些表示式的强弱关系进行了论证。研究表明:这些表示式的强弱 , 有一个明确的顺序;在被引入的

不等价表示式中 , η:=θ<∧ ψ>是 co-regular集所有表示式中最强的。
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　　第二类能行性理论 (简称为 TTE), 是最近几

十年活跃于可计算分析领域的主要分析工具。它的

主要思想是利用改进后的图灵机
[ 1]
, 即可输入和

输出无穷长的字符串的图灵机研究实数和实数集合

上诸运算的可计算性和计算复杂性。

TTE用有限字母表∑上的无穷字符串来表示实

数 , 这个无限长度的字符串被称为实数的表示式 。

在一个第二类图灵机上 , 如可在无输入的情况下能

输出一个实数 x的 α表示式 , 就称这个实数 x是 α

-可计算的 。对于函数 f:A※Bx ※y, 称部分映射

α: ∑
ω
※B和是定义在集合 A和 B上的命名系

统 。这里 , ∑表示有限多个元素的字母表 , ∑
ω
表

示 ∑上所有无穷串组成的集合 , “ ” 表示上述两

个映射是分别建立在 的子集到实数集 A, B上的满

射 。当在图灵机上任意输入自变量 x的一个 α表示

式时 , 都可以输出 y=f(x)的一个 β表示式 , 就称

函数 f(α, β)是可计算的 。假设 α: ∑
ω
※X和

β: ∑
ω
※X是建立在集合 (或类)X上的不同的

两个命名系统 , 如果存在一个可计算函数 h, 可将

x∈ X的 α表示式转化为 β表示式 , 就称表示式 α

比 β强或表示式 β比 α弱 , 记为 α≤β。如果 α≤β

和 β≤α同时成立 , 就称 α和 β等价 , 记为 α≡β。

任意一个研究对象都会尽可能多地建立不同的

命名系统 , 因为虽然等价的命名系统诱导的函数可

计算性是相同的
[ 1]
, 但是计算复杂性可能不同 。

对于一个函数来讲 , 建立在定义域和值域上不同的

不等价命名系统 , 对于研究函数的可计算性 , 意义

十分重大。

经过前辈数学和计算机工作者的辛勤努力 , 可

计算分析的框架已经基本形成 。实数 、 集合 (开

集 、 闭集 、紧集)的命名系统 , 可计算函数以及

连续函数的表示 、 极限 、积分 、 求根和测度等可计

算性研究已经形成系统成熟的结论
[ 2-9]

。但是 , 这

个新兴领域的研究目前仍然十分活跃 , 还有许多具

体的工作待后人来完成 。

本文提出了 co-regular集的若干不等价表示式 ,

并对这些表示式的强弱关系进行了比较;在此基础

上对 co-regular集类上部分算子的可计算性进行了

探讨 。Ziegler等
[ 2-3, 7]

已经对 regular集的可计算性

和算子的可计算性做出了不少结论。由于 regular

集和 co-regular集互为补集 , 即分别是闭集和开集 ,

所以某些关于两个集合的拓扑学结论是对偶的。这

就使得对于两个集合的表示和描述既可以互相借鉴

但是又不可以彼此取代 。

1　co-regular集的可计算性

定义 1
[ 2]
　 (1)度量空间 R

d
上的子集 R被

称为 regular集 , 当且仅当集合 R满足 R=R
0
。

(2)度量空间 R
d
上的子集 P被称为 co-regular

集 , 当且仅当集合 P满足 P=P
0
。

这里R
0
和 R

0
分别表示 R的闭包和内部。

定义 2　设 O∈ P
d
是所有开集所组成的类 , A

∈ P
d
是所有闭集所组成的类:

(1)一个闭集 A A的 ψ〈表示式 p, 即 ψ<

(p) =A是指:对所有与 A相交不空的有理开立方

体的编码进行枚举 。一个闭集 A A的 ψ>表示式

q, 即 ψ>(q)是指:对所有与 A不相交的有理闭立

方体的编码进行枚举。一个闭集 A A的 ψ表示式
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为:ψ:ψ<∧ ψ>。

(2)对开集的表示式进行定义如下
[ 1]
:

θ<(p):=R
d
 ψ>(p), θ>(p):=R

d
 ψ<(p),

θ(p):=R
d
 ψ(p)

即:一个开集 U∈ O的 θ<表示式是指:对所有包

含在开集 U内的有理闭立方体的编码进行枚举 。

一个开集 U的 θ>表示式是指:对所有与 R
d
 U交

集不空的有理开立方体的编码进行枚举。一个开集

U的 θ表示式是指:θ:=θ<∧ θ>。这里 “ ∧ ” 表

示对 θ<和 θ>表示式进行编码 , 变成一个表示式。

由于 regular集是闭集而 co-regular集是开集 ,

所以 , 如果 p是 co-regular集 P的 θ<表示式 , 则 p

也是 regular集 R=R
d
 P的 ψ>表示式;反之 , 如

果 q是 regular集 R的 ψ>表示式 , 则 q也是 co-reg-

ular集 P=R
d
 R的 θ>表示式。

引理 1　R
d
上 co-regular集的拓扑性质.

(1)由所有 co-regular集所组成的类对有限个

交集和任意个交集的内部是封闭的 。即 Pi=A°i, i

∈ I P=A°这里且 P:=(∩
i∈ I
Pi)°且 A:=∩

i∈ I
Ai。

(2)对任意开集 U和闭集 A, U= U°且 A°=

 A°。

(3)一个集合 P是 co-regular集当且仅当存在

一个开集 U使得 P= U°。

(4)一个集合 P是 co-regular集当且仅当存在

一个闭集 A使得 P=A°成立 。

证明　注意到拓扑学的基本结论 , (R
d
 G)°

=R
d
 G和 (R

d
 G) =R

d
 G°。

(1)现证两个 co-regular集的交仍是 co-regular

集:

Ziegler
[ 3]
已经证明对于闭集 Q1和 Q2 , Q

°
1∪ Q

°
2

=(Q1∪ Q2)°。易证对于开集 P1和 P2 , P
°
1∪ P

°
2 =

(P1∪ P2)°。所以 , 若 P1 和 P2是两个 co-regular

集 , 当然也都是开集 , 则 P1∩ P2也是一个 co-regu-

lar集。

下证 co-regular集类 P对于任意多个集合交集

的内部运算是封闭的:

先证 P=A°, 由内部运算的单调性知 P A, P

=P° A°。再证 P A°成立 , 对每一个 i, Ai A。

所以∩
i∈ I
A
°
i A°并且有 P=(∩

i∈ I
Pi)°=(∩

i∈ I
A
°
i)
°
 A°

成立。

(2)设 A是一个闭集 , A° A°, 故由内部运

算的单调性可得 A°=(A°)° (A°)°;另一方面

A° A, A°  A=A。这样 , (A°)° A°所以 (A°)°

 A°。

(3)如果存在开集 U满足 P=U°, 则有 P=

(U°) =U, P°=U°=P;如果 P是一个 co-regular

集 , 根据定义 2, 令 U=P, 显然有 P=U°成立 。

(4)设 A是一个闭集且 P=A°, 则 P=A°,

(A)°= (A°)°, 即 P是一个 co-regular集;反之 ,

若 P=(P°), 则有 A:=P是一个闭集 , 满足 A°=

P°=P。

下面的引理 2指出了 regular集和 co-regular集

互为补集 。

引理 2　设集合 P, R是度量空间 R
d
的子集 ,

则

(1)P是 co-regular集当且仅当存在 regular集

R, 使得 P=R
d
 R;

(2)P是 co-regular集当且仅当存在一个闭集

A, A°=P。

证明　 (1)必要性:设 R是一个 regular集且

P=R
d
 R, 根据定义 1, R=R°, 故  P=R

d
 R

=R
d
 R°, 即 P是一个 co-regular集。

充分性:设 P是一个 co-regular集 , 根据定义

1, P= P°。所以

R=R
d
 P=R

d
  P°=R

d
  P=(R

d
 P)°=R°

即 R是一个 regular集 。

(2)由引理 1 (2), 结论显然成立 。

由上述引理可以看出:如果 P是一个 co-regu-

lar集 , 则  P是一个 regular集;反之 , 如果 R是一

个 regular集 , 则 R°是一个 co-regular集。

为了研究 R
d
上 co-regular集 P的可计算性 , 现

在对 P的表示式进行定义。

由于 P是一个开集 , 因此可以借助开集的表示

式描述 co-regular集。又因为 P也可以看作是一个

闭集 A的内部以及  P是一个闭集 , 故也可以借助

闭集的表示式描述 P。综合对开集和闭集的各种描

述 , 可以定义 co-regular集的表示式如下:

定义 3　设 P是一个 co-regular集 。

(1)由于 P是开集 , 用于描述开集的表示式

θ<和 θ>可以用来描述 P。

(2)由于 P的闭包是  P闭集 , 可以使用 ψ<和

ψ>表示  P, 以获得 P的信息。把 P的这两种表示

式记作 ψ<和 ψ>。

(3)对于任意闭集 A R
d
, 它的内部 A°=P

一定是 co-regular集。所以可以使用 ψ<和 ψ>表示

A, 以获得 P的信息 。把 P的这种表示式称为 ψ
°
<

表示式和 ψ
°
>表示式。

(4)一个满足 P= U°的开集 U R
d
, 它的 θ<

和 θ>可以用来描述 co-regular集 P, 这两个表示式

分别称为 P的 θ°<表示式和 θ°>表示式。
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(5)定义 P的  <表示式为一个有理稠密枚举

P R
d
的编码

[ 2]
。换句话说 , P的一个  <表示式

是对集合 P∩ Q
d
枚举的编码。 P的  <表示式是 R

d

 P的  <表示式 。

(6)P的  
°
<表示式是开集 U的  <表示式 , P

= U°。P的  
°
<表示式是 R

d
 P的  

°
<表示式 。

引理 3
[ 10]
　设 P R

d
是一个 co-regular集 , 记

 P:=(R
d
 P)°。根据定义 3:

(1)P的任何一个 ψ<表示式都是  P的 θ>表示

式;反之 , P的任何一个 θ>表示式也都是  P的 ψ<

表示式;

(2)类似地 ,  <和  >也具有上述关系 , 反之

亦然;

(3)类似地 ,  
°
<和  

°
>也具有上述关系;反之

亦然;

(4)类似地 , θ<和 ψ>也具有上述关系;反之

亦然;

(5)类似地 , ψ
°
<和 θ

°
<也具有上述关系;反之

亦然;

(6)类似地 , θ
°
<和 ψ

°
>也具有上述关系;反之

亦然。

定理 1　开集类 O上的映射 COR:O※PP ※

P
°
称为 co-regularization。 COR既不是 (θ< ∧ θ> ,

θ<)可计算的也不是 (θ<∧ θ>, θ<)可计算的。

证明　按照定义 3, P ※P
°
是 (θ<∧ θ> , θ<)

可计算的 , 当且仅当 co-regular集 P的 θ
°
<表示式可

转化为 θ<表示式 。Hertling在文献 [ 6] 的定理

4.10中已经证明 Regularization映射 A ※A°既不是

(ψ<∧ ψ>, ψ<)可计算的又不是 (ψ< ∧ ψ> ,

ψ<)可计算的。根据命题 1, 可得 COR既不是

(θ<∧ θ> , θ<)可计算的也不是 (θ<∧ θ>, θ<)

可计算的。

定理 2　设 v: N※ R
d
是一个有理稠密枚

举
[ 2]
:

(1)θ<≤ θ
°
<≤ψ<≤ψ

°
<≤ 

°
<;

(2)θ<≤ <≤ψ<;

(3)ψ>≤ψ
°
>≤θ>≤θ

°
>≤ 

°
>;

(4)ψ<≤ >≤θ>;

(5)θ
°
<≤θ

°
>., ψ

°
>≤θ

°
>。

证明　 (1)θ<≤θ
°
<根据定义 3 , 一个 co-reg-

ular集 P的 θ<表示式都可以看作是它的 θ
°
<表示

式 。

θ
°
<≤ψ<一个 co-regular集 P的 θ

°
<表示式即为

一个开集 U的 θ<表示式 , 这里 U满足 P= U°。

Weihrauch已经证明
[ 1]
, 算子 CLS:U※ U是 (θ< ,

ψ<)可计算的 。于是 , 对于开集 U来说 , 它的 θ<

表示式可以转化为  U的 ψ<表示式 。这样根据  U=

 P, 就证明了 co-regular集 P的 θ
°
<表示式可以转化

为它的 ψ<表示式。

ψ<≤ψ°<闭集 A满足 A°=P, 所以 P的每个

ψ<表示式都可以同时看作是它的 ψ°<表示式。

ψ°<≤ °<一个 co-regular集 P的 ψ°<表示式

是闭集 A的 ψ<表示式 , 这个 A满足 A°=P。在文

献 [ 1] 的定理 5.1.10中 , 已经证明闭集 A的 ψ<

表示式可以转化为一个有理枚举 Q Q
d
使得  Q=

A, 可得 Q是 P的  °<表示式。

(2)θ<≤ <根据定义 dom(v)是递归可枚举

的而 v:N※Q
d
是(vN, vQ)可计算的向量函数

[ 3]
, 所

以从 θ<表示式所枚举的有理开立方体中写出一个

有理向量 (即中心点的坐标)是能行的。而 P的

一个表示式可转化为恰好覆盖 P的所有开立方体

的枚举。这样 , 我们就能获得 co-regular集 P的一

个稠密枚举。即满足 v(m)∈ P∩ Q
d
的所有 m。

 <≤ψ<由于 v:N※Q
d
是(vN, vQ)是可计算的

向量函数
[ 10]
, 将限 v制在 P上得 M ={m m∈

dom(v)}上 , 则有v[ M] = P, 根据定义 , 即把 P

的一个 co-regular集 P的  <表示式转化成了 P的

≤ψ<表示式。

(3)由 (1)和引理 3易得所证结论 。

(4)由 (2)和引理 3易得所证结论 。

(5)θ
°
<≤ 

°
>co-regular集 P的 θ

°
<表示式是包

含在开集 U的所有有理闭立方体  In的枚举 , 这里 U

满足  U°=P。一个有理点 r∈ Q (R
d
 P)°∩ Q

d

当且仅当存在着一个 k∈N, B(r, 2
-k
)∩ In= 。

因此 , 存在一个图灵机 M, 输入 P的任意一个 θ
°
<

表示式 , 对所有的自然数 k∈ N进行测试 , 对满足

条件 B(r, 2
-k
)∩  In的 r输出 , 可以得到 P的表

示式 Q, Q°=(R
d
 P)°。

ψ
°
>≤ 

°
>由引理 3θ

°
>和  

°
>易得所证结论。

定理 3　记 Int:A※P, A ※A°为内部算子

(InteriorOperator)。则

(1)Int是 (ψ< , ψ°<)可计算的和 (ψ> , ψ>)

可计算的 。

(2)Int是 (ψ<, ψ<)不连续的且(ψ> , ψ>)不

连续的。

(3)Int是 (ψ<,  <)不连续的且(ψ>,  >)不

连续的。

(4)Int是 (ψ< ,  °<)可计算的和(ψ> ,  °>)

可计算的 。

证明　 (1)根据引理 2 (2), 一个集合 P是
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co-regular集 , 当且仅当存在一个闭集 A, A°=P。

按照定义 3, 闭集 A的 ψ<表示式是 co-regular集 A°

的 ψ°<表示式 。这就证明了算子 Int是 (ψ< ,

ψ°<)可计算的和 (ψ> , ψ>)可计算的。

(2)对任何闭集 A来说 , A°是 regular集合 。

根据 regular集合的表示式的定义
[ 2]
, A°的 ψ<表示

式正是闭集 A的 ψ°<表示式。在文献 [ 6] 里 ,

Hertling已经证明了 regularization映射 RE:A※RA

 ※A°是(ψ<, ψ<)不连续和 (ψ> , ψ>)不连续的 。

结论得证。

(3)设 A°是 co-regular集 A是闭集 , A的一个

ψ<表示式按照引理 3是 A°的一个 ψ
°
<表示式 , 在定

理 2中已经证明了 ψ
°
<不可转化为  <以及 ψ>不可

转化为  >。

(4)在定理 2中 , 已经证明了 ψ°<≤ 
°
>和 ψ>

≤ 
°
>。

2　结　论

(1)本文提出 co-regular集的若干表示式 , 并

对这些表示式的强弱进行了探讨。研究结果:η:=

θ<∧ ψ>是 co-regular集所有表示式中最强的 。这

些结论是 co-regular集和 regular集上可计算算子研

究的基础。

(2)基于论文提出的表示式 , 对 co-regulariza-

tion和补集的内部化等算子的可计算性给出了较强

的结论 。

(3)限于篇幅的限制 , 本文尚没有指出在众

多的表示式之中 , 哪个表示式是被准许的
[ 1]
。

(4)本文虽然对不同表示式的强弱做了比较 ,

但是逆关系的推导和证明并没有写出 。

作者将在今后的工作中 , 提出并证明这些结

论 , 并对 co-regular集上的其它算子如交 , 并等运

算进行可计算性探讨。

致谢:衷心感谢 NorbertTh.Muller、 郑锡忠和 RobertRet-

tinger三位教授的悉心指导。
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