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二能级体系 Maxwell-Bloch方程的数值求解及其应用
＊

蒋　月 , 余向阳
(中山大学光电材料与技术国家重点实验室 , 广东 广州 510275)

摘　要:用有限差分法求解了二能级体系的 Maxwell-Bloch(MB)耦合方程。 在忽略驰豫时间和共振的条件下 ,
MB方程可化为标准的 sine-Gordon(SG)方程 , MB方程数值的解的结果与 SG方程孤子解的结果有很好的一致

性。所建立的数值解法 , 具有良好的收敛性和可靠性 , 并可保持算法的误差阶数 , 因而算法是可靠实用的。求

解结果用于分析二能级体系与超短激光脉冲相互作用的光传输特性。同时 , 验证了面积定理 , 研究了初始面积 、

失谐量和弛豫时间对光场面积演化的影响。该方法对求解 MB方程以及修正的这类微分方程组具有普适性。
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　　激光超短脉冲与物质的近共振相互作用一直是

激光物理学和量子光学感兴趣的研究课题。光与物

质相互作用 , 一方面通过光对体系施加的影响而改

变着体系的性质 , 另一方面 , 体系也反过来影响着

光场的性质。在光与物质相互作用半经典理论框架

下 , 可用光学 Bloch方程很好地描述激光超短脉冲

与二能级体系近共振相互作用下体系的性质
[ 1]
,

光学 Bloch的解析求解和数值解法已得到了很好的

研究
[ 2-3]

。如果我们要研究光场在共振介质中的传

播特性 , 则需要把 Bloch方程和 Maxwell方程进行

耦合 , 从而得到所谓的 Maxwell-Bloch(MB)方

程
[ 1]
。 MB方程是研究激光物理中的相干瞬态过

程 、 光脉冲传播和光学孤子等重要量子光学现象的

基础 。MB方程是一组含时的偏微分方程组 , 在共

振 、 忽略驰豫时间的条件下 , 可以化为标准的

sine-Gordon(SG)方程的形式 , 这是一类重要的非

线性发展方程 , 其解析求解方法及其物理应用都得

到广泛而深入的研究
[ 4]
。但在有失谐 、 考虑驰豫

时间时 , MB方程已无法求得其解析解 , 这时需要

应用偏微分方程的数值方法来求解 。本文作为光与

物质相互作用半经典理论研究系列论文的第三篇 ,

在前二篇即光学 Bloch方程求解的工作基础

上
[ 2-3]

, 建立了 MB方程的数值解法 , 为了验证算

法的可靠性 , 与 SG方程的孤子解析解的结果做了

比较 , 也与有关文献的结果进行了比较 。计算结果

表明 , 在合适步长下对 MB方程所建立的有限差分

法是收敛并可靠的 , 能保持算法所具有的相应的误

差阶数 。所建立的数值算法 , 对这类偏微分方程具

有普适性 , 可用于研究相关问题的物理机制与特

性 , 作为一个应用示例 , 我们研究了光面积的演化

规律。

1　二能级体系的 MB和 SG方程

光脉冲与均匀展宽的二能级体系近共振的相互

作用 , 在电偶极近似 、慢变近似和旋转波近似下 ,

可以用如下的 MB方程来描述体系与极化光场的运

动
[ 1]
:

 u(z, t)
 t

=-Γ2· u(z, t)-Δ· v(z, t)

 v(z, t)
 t

=-Γ2· v(z, t)+Δ·u(z, t)+

μ21E0(z, t)
 

·w(z, t)

 w(z, t)
 t

=-Γ1 [ w(z, t)+1] -
μ21E0(z, t)

 
· v(z, t)

 E0(z, t)
 z

+
n
c0

 E0(z, t)
 t

=
μ0c0ωNμ21

2n
· v(z, t)

(1)

式中:u= ρ21 + ρ12 , v=i ρ21 -i ρ12 , w=ρ22 -ρ11 , 称

为 Bloch矢量; ρ21和  ρ12为分别是偶极矩的正频部

分 ρ21 = ρ21e
-iωt+ikz

与负频部分 ρ12 = ρ12e
iωt-ikz

的慢变

振幅 , 而 ρ21 , ρ12为密度矩阵的对角元;ρ21 =ρ
＊
12 ,

ρ22 , ρ11为上 、下能级的粒子布居;ω为入射光的

载波频率 , Δ=ω21 -ω, 为共振失谐量 , ω21 =(ε2
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-ε1) / , 为共振频率 , ε2 , ε1分别为上 、 下能

级的本征能 ,  为 Planck常数;Γ1 =1 /T1 , T1为

纵向弛豫时间 (粒子的衰减时间), Γ2 =1 /T2 , T2

是横向弛豫时间 (退相时间)。E0(z, t)为光场的

振幅 , μ21为电偶极矩。 c为真空中的光速 , μ0为真

空中的电磁系数。 N为单位体积中的粒子数 , n为

介质的线性折射率 。

定义拉比频率 Ψ=
μ21
 
E0 和有效时间 τ0 =

2 
Nμ0ω

n
cμ21
。并令:t′=t/τ0 , z′=nz/cτ0 , Ψ′=

τ0Ψ, T′2 =T2 /τ0 , T′1 =T1 /τ0 , Δ′=τ0Δ。为简洁

起见 , 变换后 , 将 t′, Ψ′, Γ′2 , Γ′1 , Δ′依然写成

t, Ψ, Γ2 , Γ1 , Δ, 这样可得到无量纲的 MB方

程:

 u(z, t)
 t

=-Γ2·u(z, t)-Δ·v(z, t)

 v(z, t)
 t

=-Γ2·v(z, t)+Δ· u(z, t)+

Ψ(z, t)· w(z, t)

 w(z, t)
 t

=-Γ1 [ w(z, t)+1] -Ψ(z, t)·v(z, t)

 Ψ(z, t)
 z

+
 Ψ(z, t)
 t

=v(z, t) (2)

定义 Bloch角:

θ(z, t)=∫
t

-∞
Ψ(z, t′)dt′ (3)

上式对时间的全积分 , 就是所谓的光脉冲面积 , 即

S(z)=∫
∞

-∞
Ψ(z, t)dt, 而其对时间导数即为拉比频率:

Ψ(z, t)=
 θ(z, t)
 t

(4)

在共振 、 忽略驰豫时间 , 初始条件为 u(t=-∞)

=v(t=-∞)=0 , w(t=-∞)=-1时 , 可得到

(2)中 Bloch方程的解
[ 2]
:u(t)=0, v(t)=-sinθ,

w(t)=-cosθ。这样 , 经过适当的坐标变换 , 可

以如下标准的 SG方程
[ 4]
:

 
2
θ
 z
′2 -

 
2
θ
 t
′2 =sinθ (5)

式中:z′=
5

2
z-

1

2
t, t′=

3

2
z+

1

2
t。

2　MB方程的数值解法和 SG方程的
解析解

偏微分方程 (2)是一阶非线性双曲方程组 ,

可采用有限差分的方法进行数值求解
[ 5]
。其有限

差分格式为:

Ψk+1, s+1 =(Ψk+1, s+Ψk, s+1 +vk+1, sh)/2

uk+1, s+1 =uk+1, s-(Γ2uk+1, s+Δvk+1, s)h

vk+1, s+1 =vk+1, s-(Γ2vk+1, s-Δuk+1, s-Ψk+1wk+1, s)h

wk+1, s+1 =wk+1, s-[ Γ1(wk+1, s+1)+Ψk+1, svk+1, s)h

(6)

式中 , zs+1 =zs+h, tk+1 =tk+h, s, k=0, 1, …, N-

1。h=T/N, 为步长 。

在光脉冲边界入射的物理条件下 , MB和 SG

方程的初边界条件为:

Ψ(t=±∞, z)=0, Ψ(z=0, t)=Ψ0(t)(7)

对方程 (5)作如下行波变化:ζ=z′-ct′, c为传播

速度。通过解析技术可以得到 SG方程的单孤立子

解为
[ 4]
:

θ(z, t)=4arctane
(1+c)t(3c-5)z

2 1-c2 (8)

其对时间的一阶导数为:

Ψ(z, t)=
1 +c

1 -c
2
sech

(1 +c)t+(3c-5)z

2 1 -c
2

(9)

应用 (7)式初边值条件 , 可得:

Ψ0(t)=
1 +c
1 -c

sech
1
2

1 +c
1 -c

t (10)

脉宽为 tp的 2π双曲正割脉冲 , 其形式如下:

　 E0(t)=
4ln(1+ 2)

τp
sech 2ln(1 + 2t

τp
　(11)

比较上面两式 , 可得光孤子在二能级体系中的传播

速度为:

c=
[ 2ln(1 + 2)/τp]

2
-1

[ 2ln(1 + 2)/τp]
2
+1

(12)

3　数值结果与应用

由 (6)式的有限差分格式 , 编写计算机程

序 。为了验证算法的收敛性和可靠性 , 在与得到解

析解相同条件下进行数值计算 。入射初始脉冲为如

(11)式的双曲正割型 , 计算时取脉宽 τp=10 fs,

由 (12)可得光场的归一化面积为 2π时 , c=

0.9843。计算时 , 归一化的步长取 0.001, 脉冲中

心在 100fs处 , 时间取 0 ～ 400fs, 传播空间距离为

20 μm。

图 1 (a)和 (b)是相同条件下 , 有限差分

法和解析解 (9)的结果 , 可以看到 , 数值计算的

结果与解析解的结果是一致 。图 1 (c)是以解析

解为准确解的有限分法的误差 , 从图中我们可以看

出 , 虽然合适步长下 , 有限差分法都可以保证计算

的收敛性和结果的可靠性 , 但误差随长度的增长而

变大 , 所以在实际计算时 , 要注意积分长度与步长

的选取 。
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图 1　MB方程的数值解 (a)、 解析解 (b)和误差 (c)

Fig.1　Thenumericalresult(a), analyticalresult(b)andtheerror(c)ofMBequations

图 2是根据文献 [ 6] 提供的一组接近实验条

件的参数 , 用我们所建立的数值计算方法和程序计

算了光场和粒子布居的演化 。计算参数如下:吸收

介质初始条件为 u0 =v0 =0, w0 =-1, 脉冲形状为

Ψ(z, t=0)= Ψsech[ 1.76(t-t0)/τp] ,  Ψ为拉比

频率的峰值 , τp为脉宽 。 τp =5fs, ω0 =ωp=

2.3fs
-1
(λ=820nm), t0 =50fs, μ21 =2 ×10

-29

Asm, N=2×10
24
m
-3
, T1 =1ns, T2 =0.5ns, 相应

的脉冲面积 A= Ψτpπ/1.76,  Ψ=1fs
-1
对应与场

图 2　有限差分法求解 MB方程的计算结果

Fig.2　ThesolutionofMBequationsusingfinite

differencemethod

强 E0 =5×10
9
V/m即强度 I=6.6 ×10

12
W/cm

2
的

电场。由图可见 , 计算结果与文献 [ 6] 结果是一

致的。

光在介质中的传播规律是一个重要的光物理问

题 , Beer定律描述了光的指数衰减的规律。而面

积定理是 Beer定律的推广 , 很好的描述了光脉冲

在共振介质中的传播规律
[ 7]
。面积定理是在一定

近似条件下得到的 , 虽然很直观地说明了光脉冲的

在共振介质中传播规律 , 但只能得到光面积大致变

化趋势 , 而不能得到其变化细节。更准确和详细的

规律需要求解 MB方程才能得到 。实际上 , 光脉冲

面积的传播规律与初始脉冲的面积 、 驰豫时间和失

谐量都有关的。图 3显示了不同初始光面积的演化

规律 , 即随着传输距离的增加 , 脉冲面积在最接近

初始值的 π的偶数倍附近振荡 , 并趋向它 。图 4

显示了失谐对光脉冲面积演化的影响 , 失谐量越

大 , 脉冲开始传播的振荡幅度也越大 , 然后才渐渐

趋于的 π偶数倍;图 5显示了不同横向弛豫时间

对光面积演化的影响 , 横向弛豫时间越小 , 也就是

相干时间越短 , 光脉冲的面积就越快的趋向 π偶

数倍。

图 3　不同初始光面积随距离的演化

Fig.3　thepulseareavariedwiththeoriginalarea

(a)S0 =0.3π;(b)S0=0.9π;(c)S0=1.3π;

(d)S
0
=2.9π;(e)S

0
=3.3π ;(f)S

0
=4.9π
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图 3 ～ 5可以看出 , 总的来说 , 光脉冲的传播

的趋势是符合面积定理的 , 即经过一定空间上的传

播后 , 脉冲面积趋于 π的偶数倍 。但实际上 , 光

脉冲面积总是不能完全等于 π偶数倍 , 而是在 π

的偶数倍附近振荡 , 所以面积定理只是反映了光脉

冲面积变化的趋势。光脉冲面积的振荡周期 , 振荡

幅度的衰减快慢都是与初始面积 、驰豫时间和失谐

量有关的。

本文用有限差分法求解了二能级体系的 Max-

well-Bloch(MB)耦合方程 , MB方程数值解的结

果与 SG方程孤子解的结果有很好的一致性 。验证

了面积定理的基本规律 , 研究了初始面积 、失谐量

和弛豫时间对光场面积演化的影响。所建立的方法

对求解 MB方程以及修正的这类微分方程组具有普

适性。
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NumericalMethodsandApplicationforMaxwell-Bloch
EquationsofTwo-LevelSystem

JAINGYue, YUXiang-Yang

(StateKeyLaboratoryofOptoelectronicMaterialsandTechnologies,

SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Thetwo-levelsystemwasdescribedbytheMaxwellBloch(MB)equations, whichwassolvedbyusing

finitedifferencemethodsnumerically.TheMBequationscanbetransformedtothenormalizedSine-Gordon(SG)

equationswhilerelaxationisneglectedandresonance.ThesolutionofMBequationswascoherentwiththesoliton

solutionofSGequation.Theresultoffinitedifferencemethodswasprovedtobeaccurateandconvergent, sothe

methodswasapplicable, itwasusedtoanalysisthepropagationofultra-shortpulseinthetwo-levelsystem, and

theeffectoftheoriginalarea, relaxation, anddetuneonthechangeofpulseareabasedonareatheoremwerestud-

ied.

Keywords:MaxwellBloch(MB)equations;two-levelsystem;numericalmethodsofPDEs;areatheorem.
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