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本原图的局部极指数
＊

魏福义 , 曾文才 , 刘木伙
(华南农业大学应用数学系 , 广东 广州 510640)

摘　要:设 G是 n阶本原无向图 , k(G)表示 G中局部本原指数等于 G的本原指数的总数。确定了 k(G)的最大

值和次大值 , 刻画了 k(G)达到最大值和次大值的所有本原无向图。
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1　研究背景

本文只考虑不含重边的无向图 , 记为 G。设 G

的边集合和点集合分别为 E(G)和 V(G)={v1 , v2 ,

… , vn}。若点 vi到自己有一条边 , vi称为环点;点

vi, vj之间最短路的长度称为这两点的距离 , 记为

d(vi, vj);路 P和圈 D的长度分别记为 l(P)和 l

(D);G中最短奇圈的长度称为 G的奇围长 , 记为

l(G);点 vi到奇圈 D上所有点的距离的最小值 ,

称为点 vi和奇圈 D的距离 , 记为 d(vi, D)。一个

图 G称为本原图 , 若存在某自然数 k, 使对任意两

点 vi, vj∈ V(G), G中都存在从点 vi到点 vj的长为

k的无向通道 (允许点和边重复)。这样的自然数

中的最小者称为无向图 G的本原指数 , 记作γ(G)。

设 vi, vj∈ V(G)(允许 i=j), 若存在一个正整数

k, 使得对于每个正整数 m≥k, G中均有从 vi到 vj

长为 m的通道 , 则把这种数中的最小者称为 vi到

vj的局部本原指数 , 记为 γ(vi, vj)。对于无向图 ,

γ(vi, vj)=γ(vj, vi), 故本文认为其表示一个局

部本原指数 。

下面几个引理是已知的:

引理 1
[ 1]
　若 G为本原无向图 , 则 G必连通且

含奇圈 。

引理 2
[ 2]
　γ(G)=max{γ(vi, vj) vi, vj∈

V(G)}。

引理 3
[ 3]
　设 G为本原无向图 , 并且 vi, vj∈

V(G), 若存在两条从 vi到 vj长度分别为 k1和 k2

且奇偶性不同的通道 , 则 γ(vi, vj)≤max{k1 , k2}

-1。

文 [ 1]刻画了本原指数为 2n-2的本原图及其

性质;文献 [ 2 -9]刻画了本原指数的其它性质;

文献 [ 10-11]描述了广义本原指数及其性质 。但

是到目前为止 , 关于局部本原指数的总数与本原指

数的关系 , 一直未见报道。

从引理 2可知:本原图 G的最大局部本原指

数等于 G的本原指数。本文指出 k(G)的最大值和

次大值分别为
n(n+1)

2
和
n(n+1)

2
-n, 同时刻画了

k(G)达到最大值和次大值的所有极图。其中 k(G)

(或 k′(G))表示 G中局部本原指数等于(或小于)G

的本原指数的总数 。

为了方便 , 分别用 Kn和 K1, n-1表示完全图和

星图 。定义 G1为在完全图 Kn的每个点都加一个环

所得的图;G2为在星图的中心点加一个环所得的

图。其他未定义的概念和符号均可在 [ 1] , [ 10]中

找到 。

2　主要结果

由 k(G)的定义和组合性质知:n阶图 G的局

部本原指数的总数为
n(n+1)

2
;k(G)与 k′(G)的关

系为:k(G)=
n(n+1)

2
-k′(G)。

定理 1　设 G是 n(n≥3)阶本原图 , 则 k(G)

≤
n(n+1)

2
, 等号成立当且仅当 G同构于 G1。

证明　由定义知:k(G)≤
n(n+1)

2
和 k(G1)

=
n(n+1)

2
。
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假设 k(G)=
n(n+1)

2
, 由引理 1知 G连通且

必含奇圈。若 l(G)≥ 3 , 记 D是 G中一个最短奇

圈 。由引理 3知对于任意 vi, vj∈ V(D)(i≠j), 有

γ(vi, vj)<γ(vi, vi), 故 k(G)<n(n+1)
2

, 矛

盾 , 故有 l(G)=1。不妨设 v1是一个环点 , 则 γ

(v1 , v1)=1, 结合 k(G)=
n(n+1)

2
和引理 3知:

对于任意两点 vi, vj∈ V(G), 有 d(vi, vj)=1 (允

许 i=j), 即 G同构于 G1。

由定理 1的证明可得:

推论　设 G是 n(n≥3)阶本原图 , 则 k(G)=

n(n+1)
2

当且仅当 γ(G)=1。

定理 2　设 G是 n(n≥3)阶本原图 , 且 γ(G)

≥ 2 , 则 k(G)≤
n(n+1)

2
-n。

证明　若对于任意点 vi∈ V(G), 都有 γ(vi,

vi)<γ(G), 则结论显然成立 。

对于满足 γ(vi, vi)=γ(G)的任意点 vi∈ V(G),

由局部本原指数的定义和引理 3知:必存在一个点

vj满足:γ(vi, vj)<γ(G)且 d(vi, vj)=1。结合使不

等式 γ(vk, vk)<γ(G)成立的那些点 (如果存在)

的数目 , 有:k′(G)≥n。故 k(G)≤
n(n+1)

2
-n。

引理 4　设 G是 n(n≥ 3)阶本原图 。若 k(G)

=
n(n+1)

2
-n, 则

(1)γ(G)=2;

(2)G含有唯一的奇圈 。

证明　 (1)由 k(G)与 k′(G)的关系和 k(G)

=
n(n+1)

2
-n知:k′(G)=n。

假设 γ(G)=m>2 , 分两种情况讨论:

情况 1　 vi∈ V(G), γ(vi, vi)<m

由引理 1知:G至少包含一个奇圈。若 G有一

个环点 , 不妨设为 v1。则存在一个点 vk满足 d(v1 ,

vk)=1且 γ(v1 , vk)=1 <m;若存在长度大于 1

的奇圈 D, 则对于任意不同的两点 vi, vj∈ V(D),

有 γ(vi, vj)<γ(vi, vi)<m。

结合 γ(vi, vi)<m(i=1, 2, …, n)的条件可

得:k′(G)>n, 矛盾。

情况 2　至少存在一点 vk ∈ V(G), 满足

γ(vk, vk)=m。下面按照点 vk是否在最小奇圈 D

上分为两种子情况讨论。

子情况 2.1　点 vk都不在最小奇圈 D上。由 m

>2和引理 3知:必存在与点 vk相关的两个不同点

vs, vt∈ V(G), 满足:γ(vk, vs)<m和 γ(vk, vt)<

m。这样 , 满足 γ(vi, vj)<m(允许 i=j)的局部

本原指数总数大于 n。故有:k′(G)>n, 矛盾 。

子情况 2.2　存在点 vk在最小奇圈 D上 。这蕴

含着对于任意点 vi∈ V(G), 必在一个最小奇圈

(允许不同于 D)上 (否则 , 存在一个点 v0 ∈

V(G)不在最小奇圈上 , 则 γ(v0 , v0)>m, 矛盾)。

此时 l(D)=γ(G)+1 , 结合 γ(G)=m>2可知:

 V(D) =m+1>3。故任意点 vi∈ V(G), 必在

一个长度大于 3的最小奇圈上 。结合对于同一个最

小奇圈上的任意两个不同点 vi, vj∈ V(G)有 γ(vi,

vj)<m, 以及最小奇圈上的两个不同点对的数目

大于 m+1的事实 , 有:k′(G)>n, 矛盾。

由推论和上述证明得:γ(G)=2。

(2)用反证法证明 。假设 G至少含有两个奇

圈 , 因 G是连通图 , 故  E(G) ≥n+1。由引理

2和 γ(G)=2知:对于任意点 vi, 必在长度为 3

的奇圈上;或者必存在环点 vj满足 d(vi, vj)≤ 1 。

这蕴含着若 (vi, vj)∈ E(G)(允许 i=j), 则:

γ(vi, vj)=1 。结合 G至少含有两个奇圈知:k′(G)

≥ E(G) ≥n+1 >n, 矛盾。所以 G只含有唯一

的奇圈。

定理 3　设 G是 n(n≥ 3)阶本原图。则:

k(G)=
n(n+1)

2
-n当且仅当 G同构于 G2或一个

三角形 (n=3)。

证明　必要性:若 G同构于一个三角形 , 结

论显然成立;若 G同构于 G2 , 用引理 3直接计算

可得:γ(v1 , vi)=1(i=1, 2, …, n)且 γ(vi, vj)=

2(i≠j;i, j≠ 1), 故:k(G)=
n(n+1)

2
-n。

充分性:由引理 4知:G只含有唯一的奇圈 ,

记为 D。分为两种情况讨论 。

情况 1　 V(G)/V(D)≠ 

对于任意点 uk∈ V(G)/V(D), 设 d(uk,

vk)=d(uk, D)=l, 且点 uk到点 vk的一条长为 l

的 最 短 路 为 Pk。 对 于 任 意 点 uj ∈

V(G)∪ V(Pk)/uk , 结合引理 3可知:

γ(uk, uk)>γ(uk, uj)>γ(uj, uj)

这蕴含着 k′(Pk∪ D)≥ V(Pk∪ D) , 且等式成

立当且仅当 l(D)=l(Pk)=1 。结合条件 k′(G)=

n及 uk的取法可得:

k′(Pk∪ D)= V(Pk∪ D) , l(D)=l(Pk)=1

不妨设 V(D)= {v1}, 由 γ(v1 , vk)=1(k=

1, 2, …, n)以及 k(G)=
n(n+1)

2
-n, 可得:(vp,

23
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vq) E(G)(p≠ q;p, q≠ 1)即图 G同构于 G2。

情况 2　 V(G)/V(D) = 

此时: V(G) = V(D) =n, 而 γ(G)=2

且 γ(G)=l(D)-1 =n-1 , 则 n=3, 即 G同构

于一个三角形。

定理 1、 2和 3给出了 n阶本原无向图 G中指

标 k(G)的最大值和次大值 , 并且刻画了达到最大

值和次大值的所有 n阶本原无向图 。
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PrimitiveGraphsofExtremalLocalExponent

WEIFu-yi, ZENGWen-cai, LIUMu-huo

(DepartmentofAppliedMathematics, SouthChinaAgriculturalUniversity, Guangzhou510640, China)

Abstract:LetGbetheprimitivegraphsofordern, andk(G)bethetotalnumberoflocalexponentwhichisequal

totheexponentofG.Alltheprimitivegraphsofordernforwhichk(G)achievethelargestandthesecondlargest

valuearecharacterizedcompletely.
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GeneticAlgorithmandEntropy

TANGHua, ZENGBi-qing

(ComputerEngineeringDepartmentofNanhaiCampus, SouthChinaNormalUniversity, Foshan528225, China)

Abstract:Aimedatthetextclassificationproblemsindatamining, atextclassificationruleextractionmethodis

proposedbasedongeneticalgorithmandentropyforrulediscoverycalledGenetic-Miner(GM).ThegoalofGMis

todiscoverclassificationrulesindatasets.Itproducespopulationwiththeentropyandthenextractclassification

rulewithgeneticalgorithm.ComparedtheperformanceofGMwithothertwowell-knownalgorithmsAnt-minerand

CN2insixpublicdomaindatasets, theresultsshowedthatGMhasabetterperformanceinbothpredictiveaccura-

cyandrulelistsimplicitycriteriathanAnt-MinerandCN2.Itcanalsomostlyimprovethecomprehensibilityofthe

discoveredknowledge.
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