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摘 要:利用 Krasnoselskii 不动点定理，建立了研究二阶非线性中立型时标动态方程

[r(t)(x(t) +p(t)x(t _y)) Ll JLI + LQi(t)元 (x(t 一 σ，.)) = 0 , t εT 
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的非振动解的存在性条件。所得结果包含工阶非线性中立型微分方程相应的结论，并给出二阶非线性中立型差

分方程新的判别准则。
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Abst直羽ct: employing Krasnoselskii's fixed pomt theorem , the exÌstence of nonoscillatory solutions of 

the second-order nonlinear neutral dynamic equations on time scales 

[r(t) (x(t) + p(t) 元 (t -T)r~rl +芝~ Qi(t)兀(元。一 σi)) = 0 , t εT 

is established. The obtained results cover those for second -order nonlinear neutral differential equations 

and provide new crtteria for second -order nonlinear neutral differential equations. 
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为了统一连续与离散分析， 1988 年德国 Stefan

Hilger 教授在他的博士论文和文[ 1 ]中首次提出

测度链微积分 (The calculus of measure chains) 。他

的博士导师 Bernd Aulbach 教授指出，这种新的微

积分有三个主要目的:统一、推广和离散化(刊Un血i阳

f趾lca时切tio∞n卧l'尴-Ext忧enslO∞n扣1于阳-D肌lSCI口re它etiz剧a挝ti归on叫) 0 而对于许多情况?

我们只需考虑测度链 (Measure chain) 的一种 4\)，:9~(

情形一一时间标度 (Time scale) ，简称时标。一个

时标指的是实数集良的任一非空闭子集，通常用

符号 " T" 表示。时标理论的研究不仅能把微分

方程理论和差分方程理论很好地结合在一起，而且

所得的结果比微分方程和差分方程理论的更为广

泛。它的建立引起了国内外许多学者的广泛关注，

并得到了一系列研究成果[1 叫。
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1 概述 ij|( t) |ASAt< ∞ ， i - 1 ,2 ,"', m 
LL r(s) 

本文考虑如下二阶非线性中立型时标动态方程 则方在( 1 )存在有界非振动解。
[r(t) (x(t) + p(t) χ (t -1' ))ßJß 个 证明白积分交替性知 (2) 等价于

Qi(t)f( 元 (t-o;)) =0 , t E T (1) 

其中 T为一时标 ， infT = 句 ， supT = ∞ ， m;;:1 为整

数 ，1' 二三 0 ， σi 二三 0 为常数使得对所有 tεT且 t 注

max 1 1', cri , i ::: 1 ，"'，叫时 ， t- 1'， t-cri ε T; r ,p , 

Qi ε Crd ( T ， 直是) , r( t) > 0 ，兀 ε C(R ，政) , i = 1 , 

?η~ 0 

方程 (1 )的一个解被称为是振动的如果它有

任意大的零点，否则称它是非振动的。

1998 年， Kulenovic 等 [11J 研究了二阶线性中立

型微分方程

(χ (t) + C克 (t- 1' ))"+Q1(t) χ( t 一 σ1) -

Q2 (t) 兀 (t 一 σ2 )二 0 ， t 注 to

的非振动解的存在性问题。 2007 年，邵阳[ 12J 研究

了下列微分方程的非振动解的存在性问题:

[r(t) (元 (t) + p(t) χ( t … 1') ) 'J '十

(t)f (元( t … σi) ) 立 。 ， t 二三 t() 

2007 年， Zhu 给出了时标上的 Arzela 白As-

coli 定理，并利用险'anoselskii 不动点定理建立

阶中立型泛函动态方程

[元。)十 p( t) 元( g ( t) ) J ß + f( t , x ( h ( t) )) = 0 , t εT 

存在非振动解的若干充分必要性准则。

本文将在文 [7J 的基础上，利用 Kranoselskii

不动点定理把文 [11 - 12 J 的结果推广到二阶非

线性中立型时标动态方程( 1 )。作为本文主要结

果的应用?最后我们给出其在两个特殊时标下的推

论。

限于文章篇幅?有关时标理论的预备知识请参

见文献 [3 4 J 。

2 主要结果

这一节将给出方程( 1 )的非振动解的存在性

条件。首先给出一个引理:

引理 1 ( Krasnoselskii 不动点定理)设 X

一个 Banach 空间?。为 X 的一个有界闭凸子集?

S1' S2为。到 X 的映照使得乌克+ S2Y 巳。对每一

对叽YEn。若 SI 是收缩映射而且 S2是全连续的?

则方程乌克十乌克二元在。内有解。

1 假设存在非负常数 C 1 和 C2 ，使得 C 1
十 C2 < 1 ，一 C2 :::::; P (t) :::::; C 1 ，且

(2) 

jjl Qi (t) I 
/:l t /:ls < ∞ ， i = 1 ,2 … m 

los r(s) 

启 (3) ，选 T。 εT充分大，使得

ff 卫一丈 iQAU)|MS<1 一 γC2

马 ! r( s) 

此处 M 工 max 1 以~(x) 1:1 :::::; i :::::; mf 。
I -C2)/2 运X运 1 ，

令 [t() ,To J T: 工 1 t ε T: to :::::; t 运 To f , [to ， ∞) T: 二

1 t ε T ， t 注 to f , C( [t() ， ∞) T' 表示所有 [to ， ∞ ) T 

→ R 的连续函数的集合，且 BC[ t() ， ∞) T: = 1 元:克

εC( [to ， ∞) T' 且 IEt?卫))元。) I <∞|。

在 BC[t() ， ∞ ) T 上定义 11 叫i=IEr巳Tiz(t)| ，则

( to ， ∞) T' 11 0 11 )为一个 Banach 空间。

定义 to ， ∞ ) T 的一个闭凸有界子集。:

(3) 

巴
、
、
、
‘
，
，
，
，
/

,riu /
，
『
飞
、
、

VA -­
元

F
E
E
t
J

、
I
L

--。 to ， ∞) T: 

, t 注 to } 

SI' n • (o ，∞ ) T 如下:
(S 1 元) (t) = 

{~斗 ciJC~ -p(t) χ( t … , t ε [To ， ∞ ) T 

(SI 元) ( To ) ， t ε[ t() , J T 

(克) (t) = 

川土(川 (u)五 (x( σ))) /:l u/:l JJ I(s);? 

tε[ ，∞) T; 

(Sρ) ( To) , t 巴 [to , To J T 

( 1) ì正 Vx ， y εn，乌克十 S2Y E n。对. Vx ， y εn ， 

tE [To ， ∞儿，有

( S 1 X ) ( t) + (S2Y) ( t) :::::; 

3 十γ

3 十 C ， - 3c司 r r 71!l 
ui 九十 C2 才!jjpwju)|AUA34

3 个 C 1 … 3c2 1 一
4 十 C2 十

4 

( S1 元) ( t) + (S2Y) ( t) 二三
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3 个 c ， - 3c2 

4 
p(t)X(卜 T) 一 r r ，./一汇 1 Q，( μ) 1 f J r(s)i 工

I/; (y( μ- 0-,) 1 /);.u/);.s 注

31-31Cl-ILZ|川 I/);.叫μd山A占5

3+ c，一 3c2 1 一 c，一 c2 1 一 c，一 c2
4 --- - c, … 4 - 2 

于是对 t 二三句，均有 1-Cl-C24(S川) (t) 十
U' ..., I -J 2 

"._ 1 

( 52Y) ( t) :::::; l.故 Vx ， y E 0 ，乌克十 52Y 巴。。
(2) 证 5，为 Q 上的压缩映射。对 Vx ， y ε0 ，

t 巴[丸，∞) T 有

1 (乌克) (t) 一 (S ， y) (t) 1:::::; Ip(t) 1μ (t-7) -

y(t-T)I:::::;coll 兀 - y 11 , Co 工 max 1 c, ,c2 l 

所以 11 乌克 -5 ， y 11 
:王 Co 11 见一 y 11 。又因为 o < Co < 

仁故 5，为。上的压缩映射。

(3) 证全连续。先证为连续的?设 XIr 二

叫 (t) E 0 ，且引( t) → χ (t) (k →∞)。

因为。为闭的?所以元二克( t) ε0，对 tε[ To , 

∞) T ， 有

1 (叫) ( t) 一(乌叫( t) 
1 

:::::; 

!!i:去了 (
m 

1 
(u) II/;Cy ，， (μ- 0-，)一

州(u 一 σ，) ) 
1 ) 

/);.u/);.s :::::; 

l!布(
m 

1 仙) II/;(x /r (μ 一矶) )一

兀 (X (u - 0-,) ) 1 ) 

/);.u/);.s 

由兀的连续性可知:对 i = 1 ， 2 ，...爪，当 k→∞时
A

1
/,. (见 k ( t … 0-,) )…兀 (χ( t … σ ， ) ) 1 → 0 。由 Lebes同

gue 控制收敛定理得

Jiri|( 乌克k) ( t) 一(乌克) ( t) 
11 =。

因此乌连续。

下证 520 为相对紧的。一致有界显然，

下证其等度连续。

对 V 8 > 0 ，取足够大 T2 ε [To ， ∞) T'使得

l!i:无二 IQ， (u) 1 
/);.u/);.s < 8/2 

则对 V却已 0 ， t , , t2 E [T2 ， ∞) 7"有

1 (元) (t , )一( 52元) ( t2 ) 1 二

IU古(仨 (u)/;(x(u 一 σ)) ) /);.u/);.s 一

J J ;去了咱也 (u)/;(X忻州) )叫=

JJ;在) = 
1 
Q, ( u) 

1 

/);.u/);.s + J J忐
1 Qi(U) 1 

ßUßS :::::; 

μ) 
1 
/);.山< 8 

对 Vχε 0 ， t , , t2 E. [To , T2 十 1 J T' 有

1 (乌克) (乌)一(乌克) (t ,) 1:::::; J J ;去了
1 Qi( u) II/;(们一时) 1) 

ßußs :::::; 

!!7元 IQi(U) 1 ßUßS 

则存在 δ> 0，使得 o < t 2 
- t , < å 时-

1 (52元) ( t2 )一(元) ( t ,) 1 
< 8 0 

对 Vχε O ， t ， ， t2 ε [ to ， 月 J T ， 显然有

1 (52元) ( t2 )一(克) ( t , ) 1 二。< 8 0 

综上可得为相对紧的?从而 。

根据引理， 元。 ε ，使得

5 ， xo 十元。二元。

说明元。为方程 ( 1 )的一个有界非振动解。

T= 时‘ 9 上述定理 1 即为文 [12J 中

的定理 1 ，也改进、 j住广了文[ 11 J 中相应的结

论。

作为定理 1 的应用，我们考虑两个特殊时标下

其推论。当 T= (正整数集)时，此时。， (t) = t 

十 1 ，fL (t) = 1 (t) = (t) 二元( t 十 1 )•( t) ， 且

方程( 1 )化为:

r(t)(ß[ 兀 (t) + p(t) 元 (t-7)J)) + 

Qi (t)兀(克( t 一 σ，))二 0 ， t ε(4) 

其中 m 注 1 为整数， 7 、 σi 为非负整数; 1', p , Qi E 

Crd ( ，反)， r(t) >0 ， 兀巴 C( ， , i - 1 , ..., 

斤1. 0 

1 假设存在非负常数 c，和 c2 ，使得 C ，
+ C2 < 1 ,… C2 

:::::; p ( t) :::::; c, ，且
:c ，一;

1 Q, (t) 
1 

<∞ i = L2. ....111. 
s 二~ r( s)

、

贝IJ (4) 存在有界非振动解。

当 T= ， h>O 时 9 此时 σ( t ) = t + h , 

μ (t) = h ， x!::.(t) 二( t) 二元( t 十飞一
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且方程( 1 )化为:

(r(t) ( [x(t) + p(t) 元 (t-r)J)) 个

Qi(t)J;( 坷。一 σJ) =O ， t ε hNo (5) 

其中 m 注 1 为整数，飞σiε hN。为常数 ; r , p , Qi E 

Crd(hNo ， 政 ) , r(t) >0 ，J; εC( 睬， , i = 1 ,…, 

mo 

推论 2 假设存在非负常数 c，和 C2 ，使得 C ，

+ C2 < 1 ，一 C2 :::::; P (t) :::::; c, ，且
∞号:| Qi (jh) I 
乎∞ i = 1. 2 … m 

r( kh) 

则 (5) 存在有界非振动解。
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