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摘 要:提出了求解非线性动力学方程的一种改进的精细龙格库塔法。首先对于线性问题，利用等步长的 New­

ton-Cotes 积分公式计算非齐次方程 Duhal11el 积分形式的特解。由于在此过程中提出了一种简便的算法，与常规的

同精度数值积分法相比，能较大程度地降低计算量和存储量。然后将上述方法推广到非线性问题，对于各积分

点上未知的状态参量，参照龙格库塔法的几何解释进行一次预估。与已有的精细龙格库塔法相比，在精度和效

率上均有较大程度的改善。算例结果充分证明了该方法的有效性。

:非线性动力学方程;精细积分法;龙格库塔法;指数矩阵运算;数值积分
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挝立艇拉直Y司羽ac吼l: An ir口mp伊1 integration is for nonlinear sys自

tem. First of all , Newton-Cotes formula is used to calculate soecial solution of 

neous in Duhamel form for linear system. Since convenient calculational 

method is advanced , the can reduce whole gross and storage com~ 

paring to common numerical integration methods with 出e same Then the technique is extended 

to nonlinear system and unknown state parameters are forecasted consulting to the geometrical explanation 

of Runge-Kutta method. The method has better and efficiency to a relatively high extent than 

the existed precision 

ability adequately. 

method and the result of the numerical examples substantiates the avail-

words: nonline缸. dynamical equation; precise time-step integration method Runge阳区utta integra-

tion; calculation technique of matrix exponential; nu日lerical integration 

钟万在思 [IJ 提出的精细积分法由于具有高精度

和高效率的优点，在结构动力方程的求解中获得了

日益广泛的应用。对于线性动力问题，精细积分法

的研究工作较多?进展较快?目前已经提出了多种

精细积分法。按非齐次方程特解的解法大致可分为

以下四种:矩阵求逆法[1 -3J 、增维积分法[4J 、数值

积分法[5 -7) 和广义精细积分法[8 -9J 。

相比之下?有关非线性动力问题的精细积分法

研究尚处于起步阶段。赵秋玲[10J 将非线性项做泰

勒展开罗并仅保留线性部分?然后用精细积分法求

l!'íli!i品日期: 2008 … 10 -14 

解。袭春航等[IIJ 对该法做了进一步发展，将f (v , 

0 非线性项展开成高次多项式?并提出避免求非

齐次项各阶导数的方法。张淘安[口]给出了用迭代

法求解非线性动力学方程的精细积分方法。梅树立

等[13 J 将同伦摄动法与精细积分法相结合?得到

非线性方程的各阶近似解。富明慧等[ 14) 提出了求

解非线性动力方程的广义精细积分法。

文献[ 15 ]提出了一种精细龙格库塔法 9 它

结合了精细积分法和龙格库塔法的优点?因此是一

种好的构思。但由于该文中仅是将龙格库塔法的有
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关公式直接移植到 Duhamel 积分中?忽略了动力学

方程的特点，因此精度和效率均不十分理想。

本文根据动力学方程的特点 重新建立了精细

龙格库塔法。它不是将龙格库塔法的公式简单地移

植到特解的数值积分中 9 而是利用龙格库塔法的几

何含义，对数值积分点处未知的状态参量进行预

估，从而得到了精度更高的精细龙格库塔法。算例

结果充分证明了本文方法的有效性。

1 精细积分一种通用格式及简便算法

考虑如下结构动力学初值问题:

(昭寺 α 明;: t) 
( 1 ) 

X(O) , X(O) Xo 

其中 M 、 C 和 K分别为质量阵、阻尼阵和刚度

阵 ， X 为位移向量 ， F 为载荷向量罗马 ， X。为初位移

向量和初速度向量。

在哈密顿体系中，式( 1 )可改写为:

{:工 Hv + r(t) (2) 
v(O) Vo 

将时间域以步长 7 均匀离散?则方程 (2) 在

t i+1 ( i 十 1 ) '1 时刻的解可表达为 [5 一 7 J 

付 vi 叫:l 爪l 口 jjleII(lt叫(s) ds (3 ) 

其中 vi 立 v(t i ) ， V ，.':1 是方程一个特解 ， '1 ) e Hr 
0 

将特解的积分区域[ t i ， t i 十 1 J 分成 n 等份?并采

用 Newton -Cotes 数值积分公式?则式 (3) 可化为:

+ 时V

Vi + 1 工 T( '1) Vi 十 '1 Cj") [ T( 'T/n) J 
n-i r ( t i 十

j 'T/n) (4) 

其中 cjn) 是 Cotes 系数 ， T( '1/叫 :eHMIO

在精细积分的许多文献中?如文献 [5 … 6 J , 

均采用了形如式 (4) 的数值积分格式。但上式中

包含矩阵 T( 'T/n) 及其高次辛苦?若直接按此式计算

特解是不方便的，因为将这些幕矩阵全部计算出

来，需要做 n 次矩阵乘法，并且需要存储 n 个矩

阵。为此本文对式 (4) 做了简化?下面以 n = 2 

为例说明这一过程。

不难验证 n = 时‘式 (4) 可改写为:

V i+ 1 T( 'T/2)jT( 'T/2)[v i + ('T/6) 1'o J 

(4'T/6)r 1 1 斗- ('T/6)r2 (5) 

如果将式 (4) 中的项合并?则当 n 二 2

时?式 (4) 与式 (5 )所做的向量加法次数及矩

阵与向量的乘法次数完全相同。但式 (5) 中仅包

含一个指数矩阵 T( '1/2) ， 元需计算和存储其它高
次幕矩阵，故与式 (4) 相比?式(匀的计算量

及存储量均得到了降低。

类似地?也可得到 n 为其它数的公式。矩阵

T( 'T/n) 可按文献[ 1 J 的精细算法求出。值得注

意的是?与计算通常的传递矩阵 T( 'T) 相比，计算

T( 'T/n) 需要更少的循环次数。例如当 n = 2 时循
环次数可减少 1 次;当 n = 4 时，循环可减少 2

次，等等。应该指出，上述简化方法也适用于其它

等步长数值积分公式?但不适用于非等步长积分公

式，如高斯积分公式。

2 龙格库塔法及其几何解释

龙格库塔法是求解非线性问题的一种十分有效

的方法。它具有计算量小，精度高的优点。下面以

四阶龙格库塔法为例说明其求解过程。

考虑如下一阶常微分方程组

y = g(y ,t) 

其解可表达为:

(6) 

几十l:YFt flbt)dt 

其中 T 为时闯步长 ， t 立即。如果用

(相当于月的 Newton白Cotes 公式)计算上

式的积分项?则有

(7) 

Y川 YIl + ('1/6) [g(Y Il ,tJ + 

4g(y川/2 ， t ll + 1 /2) + g(Y Il +1 ， t川) J (8) 

利用上式进行求解的关键在于如何有效地预估

y( t) 在积分点处的值。

下面分析龙格库塔法的做法。不妨以四阶龙格

库塔法为例?其公式为

几十 1 = YI1 十 ('1/6) 十+ 2K' 2 十

= g (Y I1 
t

l1 ) 

g [YI1 十( 1'/2) , tn 十'T/2J

, t
l1 + '1/2 J 

(9) 

= g (Yn 十 ， t
l1 + 1 ) 

为了便于叙述?我们将通常龙格库塔法中的符

号略做修改?如将记作 K'2 ， 将 ì己作风。上

式可以理解为按式 (8) 进行计算?其中 g(Yn ， tn )

, g (几十川 ， tn 十川) = (十 K'2) /2 , 
g( YI1 +1 ,t

l1 •
1) =民。从几何含义上看，既是曲线

Y y( t) 在相关积分点的斜率 9 同时也是被积函数

在该点的函数值。

式(别的计算过程为:首先以第一积分点的

函数值为斜率?从第一积分点 (YI1 ， t l1 ) 出发?前

进半个步长?得到第二积分点处未知量几十山的预

估值及 g( 几十ω ， t ll 个 112) 的近似值;然后以为
斜率，从第一积分点出发，前进半个步长?重新计
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算出第二积分点处未知量 y，，+川的预估值及

g(y，， +ω ， t n + 1I2 )的近似值 K'2' 并以(十 K' 2 )/2 

作为函数 g(y ， t) 在第二积分点处的平均值;最后，

以 K'2 为斜率罗从第一积分点出发步前进一个步

长，计算出第二积分点未知量的预估值 y，， +1 及

g( y ,, +1 , t ,, +1 )的近似值只。预估出未知量在所有积

分点的值后，就可以按式 (8) 计算了。正确理解

龙格库塔法的几何含义，对下面的改进精细龙格库

塔法的构造是十分重要的。

3 改进精细龙格库塔法

下面考虑结构非线性动力方程:

心 = Hv 十 r(v ， t) (10) 

用步长 T 将时间域均匀离散 9 则有

UHl=T(T)11i+j;VIirs)川) ds 

类似于式 (4) ，采用 Newton-Cotes 数值积分

后?上式化为

、
、a
'
/

-i t-­/
E
飞

V i+1 = 7)Vi 十 7 C?,) [ T ( 7/ n) J 卜"1 r[ 训 t i 十

j7/n) ,t i + j7/nJ (12) 

注意到方程( )与方程 (6)

同的?被积函数在积分点处的函数值不再是曲

线 v v(t) 的斜率 9 因此不宜接"移植"龙才告

库塔法的公式?而只能借鉴龙格库塔法的思想、对各

积分点处的未知量 u 进行预估。

仍以 n 工 2 的情况为例 9 并借鉴四阶龙格，库塔

法的思想罗则式 (12)的计算可归结为以下公式:

V i+1 - 毛( 7/2) 1 T ( ) [ V i 十 (7/6) J + 

(7/3)(K2 +K'2)1 + (7/6) , 

=r(vi ,t;) + 

= r [ v i + (7/2) , t i 十 7/2J ，

工 V i + (7/2) K 1 J +, ( 13 ) 

K' 2 = r[ V i 十 (7/2 )K2 ， t i 十 7/2J ，

K' 2 = V i + (7/2) K2 J + K' 2 

r( V i 十 ， t i + 1 ) 

上式中表示 r( v , t) 在各积分点处的函数值?

而表示曲线 V = V( t) 在第 i 个积分点的斜率。

式 (13) 的计算步骤是:首先以 [(1 为斜率?

从第一积分点出发，前进半个步长罗得到第二积分

点处未知量 Vi+川的预估值及 r 的近似值民;然后

以 L 为斜率?从第一积分点出发，前进半个步长，

重新计算出第二积分点处未知量 Vi +川的预估值及 r

的近似值 K'2 ， 并以(十 K'2)/2 作为函数 r( v , t) 

在第二积分点处的平均值;最后，以 [(2 为斜率，

从第一积分点出发，前进一个步长，计算出第二积

分点未知量的预估值几1 0 类似地，也可在更高阶

的龙格库塔法的基础上建立精细龙格库塔法。

4 算例

算例 1 : 
f坛，十元， - X，.， 工 2e-I

考察微分方程组~ -- 1 . --1 -- L. - - ，其初

1元2 X 1 十元2 = 0 

(X 1 (0) 二 2. 5 

I X 2 (0) = 1 
始条件为 fVL 。在该问题中?其对应的

1%1 (0) 

L土2 (0) 1 

矩阵是不可逆的?因而矩阵求逆的方法不适用。

本文将用四阶四级龙格库塔法(即位的、对非齐次

项进行二次样条拟合的广义精细积

( GPTSIM) 和 5 点 Cotes 积分公式( CPTI) 计算?

并将它们的结果与精确解相比较。表 1 和表 2 分别

当时间步长取 O. 和 O. 1 日才的计算结果。

从表 1 、 2 可以看出?相对于四阶四级龙格库

塔法和广义精细积分法(对非齐次项采用二次样

条拟合) ，基于 Cotes 积分公式的精细积分法有更

高的精度。当 7 0.5 时，它有 7 位有效数字;当

7 = O. 1 时?它能保证有 9 至 11 位有效数字。即基

于 Cotes 积分的精细积分法的精度是令人满意的。

算例 2:

表中黑体数字表示与精确解不相吻合的部分。

考察非线性周期系统响应问题:

甲A
A
U

phJ 20 
件
，
中
…
一

句
，
"

元
一

\
1
/

…
一
一

-
A
U/

'
1飞

$
1

句
，"
1
1

元
.
纪
元

F
E
S
a
s
s
-
，
，
，
《
、
，
E
E
E
E
E
E
S
L

(叫一1. 5 sin t) 3 十 2sin t 

η( 0) = 1. 599 29 

表 1 7 0.5 时的计算结果

Table 1 Numerical results [or r = 0.5 

Time/s 

RK44 

GPτSIM 

CPTI 

t=3 t=5 t=7 t=9 

5. 322 334 025 338 68 9. 371 578 309 710 95 12.222473 750 672 3 17.437 562 261 786 6 

5. 328 108 096 102 87 9. 373 003 819 811 20 12.228 984 563 864 7 17.450945 777 277 7 

5. 325 872 867 897 16 9.367 693 683 366 54 12.222471 741 064 6 17.4421249713592 

5.325 872 188 11575 9. 367 693 183 991 85 12.222 470 904 262 1 17.442 123 9725703 Exact solution 
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表 2 7 二 O. 1 时的计算结果

Table 1 Numerical 1'esults for 7 = O. 1 

肌
二
阳
→
叫

-
m

t 3 t=5 t=7 

5.325 863 290 540 11 9. 367 706 324 436 58 12. 222 459 903 710 5 

5.325 873 009 907 31 9. 367 695 360 665 23 12.222 473 181 873 3 

5. 325 872 188 160 35 9.367 693 184 024 06 12.222470 904 317 5 

5.325 872 188 115 75 9. 367 693 183 991 85 12.222470 904 262 1 

t=9 

17.442131349291 3 

17.442 127 406 200 9 

17.442 123 972 634 7 

17.442 123 972570 3 Exact solution 

其精确解为

(叫 (t) 工1. 5圳川Isin t 一 0 川缸灿川lnωn川3

兀钊2 (t) = 1. 599 41 c∞os t … 0.00∞o 12cωos 3t 

采用式( 13 )的改进精细龙格库塔法

( IPRK) 和四阶龙格库塔法 (RK44 )分别对时间

步长为 0.25 ， 0.5 进行计算，并给出变量必l 的绝

对误差随时间的变化图，计算至 100 so 结果见图

1 -4 0 

X 10-5 

2.5 

2 ï. ,\ ll ill lli li l ll l i l| 1.5 

0.511 

。

0.5 

n 1 \1 \ 一1. 5

-2 

一25ol 
25 50 75 100 

t 

图 1 7 二 O. 25 时变量问的误差( IPRK) 

Fig. 1 The error of X 1 fo1' 7 工 0.25 (IPRK) 

6应1

tr'33gag--rlte 11till--ihUNMUF -

-

A
M吨
'
自
飞
』
t
-
B
‘
1

itJiJllIlJJf 

一4

-6 
0 25 50 75 内

U
nu --

回 2 'T = 0.25 时变量 X 1 的误差 (

Fig. 2 The error of x 1 fo1' 7 工 0.25 (RK44) 

x10-4 

5 

4 

3 

2 

。

一2

-3 

-4 

-5 
。 25 n

υ
 

nu ''aA 
50 75 125 

因 3 T 0.5 时变量 ;"1 的一误差(

3 The error 1'0 1' O. 5 ( 

0.01 

0.008 

l 0.002 

。

… 0.002 

-0.004 

一0.006

… 0.008 

0.010 25 50 75 100 125 

图 4 7 = 0.5 时变量川的误差( RK44) 

4 The erro1' ofx 1 fo1' r = 0.5 ( 

上面各图中横坐标为时间?纵坐标为各种方法

的计算误差。图 1 、 2 是 T 0.25 日才的计算结果。

从图中可以看出 改进精细龙格库塔法的精度与四

阶龙格库塔法相比?要提高一个数量级。因 3 ，\ 4 

T = O. 时'8~计算结果。此时?改进精细龙格库

塔法的精度比四阶龙格库塔法的精度要提高两个数

这说明?在时间步长较大的情况下?改进精

细龙格)车塔法依然能够保证有较好的精度。



第 5 期 富明慧等:一种改进的精细一龙格库塔法 5 

5 论

本文研究了结构动力学非线性问题的精细积分

方法?并得出以下结论:①对 Duhamel 积分形式特

解的数值积分算法进行了改进，在保持精度的前提

下降低了计算量和存储量;②借鉴龙格库塔法的思

想，对 Duhamel 积分中的未知量进行预估，并提出

了一种改进的精细龙格库塔法;③算例的结果证

明，本文提出的改进精细龙格库塔法是十分有效

的。
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