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摘 要:用有效质量近似理论和哈密顿量 H 对角化方法计算了在抛物势中， GaAs 量子点中有 10 个极化电子时

的本征能量和本征波函数 并从本征波函数中提取的一体、二体密度函数方法得到了电子结构的直观图像。用

对称性分析了量子点中幻角动量和电子结构。
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1i1l""n,'''"á'!i": With the effectÌve-mass and the method of the Hamiltonian , the 

eigenvalue of energy and the of GaAs quantum dots in the 10 electrons has 

been calculated in the parabolic potential energy , and the clear、 electronic structures has been gained by 

the methods one-body and two-body functions. The electronic structures and the angular 

momentums in the quantum dots are analyzed with the symmet可 constraints
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随着微观制备技术的发展和进步[IJ 目前可

以得到各种类型和大小的量子结构材料?其特点是

可以根据人们对材料性质的要求，通过人为地控制

其外加电磁场、参杂和尺寸大小等因素 9 制造各种

类型的材料和微观器件?因此这些材料在高科技中

有着广泛的应用前景山。由于最子效应在材料，中

起着非常重要的支配作用?系统中可能出现一些新

的物理现象和规律?因而在理论上有着重要的研究

价值山。

深入地研究?如 Hartree 町Fock 方法?对角化方法和

解析平面波展开的方法等[4叫。而量子点中电子结

构是它的基本性质之一[719 它的其他性质(如尺

寸大小?能级和光学性质等)都与

点中电子为核÷环结构已经被一些研究所证

实[89]9 其结构不仅受外加电礁场的影响[lO]9 而

且与参杂因素有关[11 … 12] 。但足，当量子点中电

数在 5 ~ N ~ 50 范围中时1 人们在理论 Lx才其结

构研究较少。另外量子点中电子结构和能层特征与

对称性限制的关系缺乏较深入地讨论。量子点是重要的量子结构材料?因此国内外学

者在理论上用多种方法对其结构特征和性质进行了 本文将用有效质量近似和少休物用 11 1对角化方

‘ 1 
'白、 日期 2009 … 04 一 16

曰:国家自然科学基金资助项目( 10847167 , 10874122); 广东省自然科学基金资助项目

(8451027501001445 , 7007806) 

作者简介:黄钢明(1958 年生) ，男，博士，副教授 i E-mail: stsl耶n@ mail. sysu. edu. cn 



34 中山大学学报(自然科学版) 第 48 卷

法讨论在抛物势中[，幻， GaAs 量子点有 10 个极化

电子时，首态(即角动量量子数 L 相同的一系列

态中，能量最低的态)的库仑相互作用能和电子

结构的特性。用密度函数分析方法得到直观的电子

结构图像，并讨论幻角动量和电子结构受对称性影

响的规律。揭示了对称性是影响电子结构和库仑相

互能特征的重要因素。

1 Hamilton 量和计算方法

在二维平面(设为 x - y 平面)上有一个包含

N极化个电子的量子点，设在量子点中有频率为

ω。的一个轴对称的抛物势。系统的 Hamilton 量为

H=T 十 U ，
N ,,- 2 

二Lγ \1 7
2m 不 J

(1 a) 一
…

T 

N 1 2 N 1 

u = 于 ιiω;r2+7主--土 (lb)
L 外1T8r80 芦1， '~'k 

式中 T 和 U 分别是动能和势能。根据有效质量近

似，量子点中电子的有效质量为 m飞在 GaAs

点中 m 二 O. 067 me ) , 80 是真空中的介电常数 ， 8 r
是介质中的相对介电常数(在 GaAs 量子点中 8r 二
12.4) , nω。二 3 meV 。

为了对角化 Hamilton 量 考虑一个质量为 m"

的不带电粒子 9 处在。的谐振子势场中?其 Han卜

ilton 量为

h 二…乒卉2 十 Lne:02r2 (2) 
Lm L, 

这里。是一个变分的参数 9 一般是不等于 ω。

的 o h 的本征函数用轨(量子数 i 风 k ， μ) 表

，其中空间波函数为伊mk ， 自旋波函数为几(自

旋量子数μ 二斗) ，故有收i-ψlT吗?这些位t 可
以作为单粒子基矢?其中 m 和 k 分别是正转声子

数和逆转声子数，它们分别可取 0 ， 1 , 2 , 000 。

问波函数的表达式为

弘归k凡t
A叫J 丁T

(3) 

肿: 王二月，

fdf 二(一 )J ., I I证百T
j!(m-j)!(k … j)! ' 

n = Min (m , k) ， ψ 是 r 的方位角。这些单粒

子基矢是正交归一的。

丽多粒子(的基矢波函数为单粒子基矢波函

数的乘积形式?由于系统讨论的是费米子(也

) ，所以要将乘积基矢反对称化。但是在电子极

化的状态下，只需要空间波函数反对称化就可以

了，因而有 N个电子空间基矢波函数为

φα(1 ， 2 ，… ， N) = 
伊mj/" (r , ) 伊ITlj/" (r2 ) 伊mj/" (rN ) 

|ψm2k2 (r , ) 伊m2k2 (r2 ) 伊吵2 (rN ) 

ßT 
伊mN川 伊m内 (r2 ) 

000 伊m内( rN 

(4) 

得到多粒子的基矢后 就可以将对角动量为 L

的本征矢用多粒子基矢展开得

ψL = Cαφα(5) 
这里飞是展开系数，因为这个系统中的角动

个守恒量，所以这些基矢波函数要受到

(凡… k;) 二 L 的限制。

有了 Hamilton 量和多粒子基矢后，就可以进

行对角化。对角化是求在角动量(角动量 L 是好

量子数)一定的条件下 Hamilton 量的本征波函数

和本征能量。在计算过程中不能取无限个乘积基

矢?所以要采用一定的方法保证在我们的计算条件

下?满足收敛的要求?即在众多的基矢中选择有效

的基矢，具体的方法是限制每个单粒子基矢的正转

声子数矶和逆转声子数良的大小，即令 m矶iζm叭n阳t旧X 

和 kιE句iζkmax ，并且要求立 (mi … k;) 二 L 0 即使如

此基矢的数目任然很多?为进一步减少基的个数，

采取如下措施:在基矢的选择中，选择对基态和低

激发态贡献大的基矢?而忽略了贡献较小的基矢?

即先计算 Hamilton 矩阵对角线上的元

[φαIHIφa] ，然后从小到大排序?即，

[ IHIφ)~ [(þ四十， IHIφ四十， ]。最后只选取前面

J 个最小的矩阵元 Ha臼所对应的(þα 作为对角化

Hamilton 的基矢。为了检验以上方法的可靠性?只

要将 J加大到某个 J'(J' >J) ， 然后比较本征能

量的变化，使其达到计算要求。

通过对角化得到态的本征能量和本征波函数。

但本征波函数是很复杂的，为了的到电子之间关联

的细节和直观的电子结构图像，从本征波函数中提

取了密度函数[8]? 它们定义如下:

一体密度函数定义为

川，) = J I I 2 d 1'2 d 1'3 0 0 0 d l' N ( 6 ) 

二体密度函数是将一个电子固定在1'，处 9 定

义为
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P2 (r 1 罗马) 二 fl 蚓 2 d r3 d 7 斗 d rN , (7) 

在下面电子结构分析中将用以上密度函数。

2 计算结果

在本文中计算了 GaAs 量子点中有 10 个极化电

子 (N = 10) 的情况，在对角化中用了一万个基矢
就能够达到分析的要求。在对角化后，得到态的本

征能量和本征波函数?设 E((L) ，.) 表示 (L) ，.态的

本征能量，而首态用 (L) 1 表示。先来讨论系统中

电子之间的库仑间相互作用，对于系统的首态，如

果除去电子之间的库仑相互作用，所有的电子将落

到最低朗道能级上，因此系统的本征能量就等

(L + N)ñ屿，因此定义 e(L) =E((L)1) 一 (L + 

N)ñω。[川，表示首态电子之间库仑排斥力的大小

(如图 1 )。分析可知当角动量 L 增大时，相应的最

子点尺寸增加，这样库仑排斥力将减少，因此?

e(L) 将随 L 增加是一个单调下降。但在网 l 看到

中角动量 L 从 45 到 80 范围中有几个特殊拐

点出现，这些拐点对应的角动量称之为幻角动量。

这些幻角动量形成的原因将在后面分析中得到解

释。

85 

80 

@。

ω75 

70 

45 65 75 55 

L 

图 1 B(L) /meV 随 L 的变化

Fig. 1 B( L) /me V as a function of L 

得到的本征波函数是很复杂的 9 为了讨论量子

点中的电子结构?先用 (6) 式得到对应角动量首

态的一体密度 P( r) ，从 P( r) 中可以看到它们有一

种结构。第一种是近乎为均匀的分布如图 2 (a) 、

(b) 所示(图中 r 的单位为 /ñ/(m'"ω) );第一

种为中空的环状结构?如图 2 (c) 、( d) ; 

种如图 2 (e) 、(f)所示?这种结构在 P( r) 中有

一个明显的极小值 9 故为核+环结构。但从图 2 中

不能清楚看到电子分布的几何结构。

0.2 

a I b 

0.' 

(49\ 

(
人
)
飞

f 

d 

。。

l 
n
υ
 

(66)1 I (72)1 
0.0 

3 5 1 3 5 

图 2 首态一体密度 ρ( r) 随 j 的变化。

Fig.2ρ( r) of the first states as a function 0 1' r. 

为了进一步讨论量子点中电子结构的分布罗用

(7) 式得到的二体密度 P (1"1 ,1"2) ，如图 3 所示。

因中1'1 固定在 z 轴上的黑点处 9 图中较暗的位置表

示密度 P (1', ，1"2) 较大。长度单位为 V .!...l/ \ 11(; LU I 。

从 P( 1' 1 罗马)可以清楚地看到电子结构分为七类。第

一类是角动量 L =72 (如图 3 (a) 所示)的 1-9

结构，即核内有一个电子，环中有 9 个电子形成一

个正九边形几何结构;第二类为 2-8 结构 9 对应

的角动量 L =71 如图 3 (b); 而三、四、五类分别

为 3-7 ，\ 4→、 5-5 结构?如图 3 (c) 、 ( d) '\ 

( e) 所示 9 对应的角动量分别为 L = 66 , 51 , 50 0 

以上结构中可以看到清晰的几何结构图像，所以称

之为类晶结构。

第六类为涡旋态结构 (L 二 55) ，结构中心电

子密度很小 9 这点在图 2 (c) 和图 3 (f)中看的

很清楚。

而最后一类是电子在核内和环内没有清晰的凡

何结构 9 称之为类液结构 9 女~I [刽 3 (g) 表示这种

结构一个态 (L 二 49) 的情况。

3 对称性分析

下面将分析量子点中库仑相互作用能和电子结

构的特点。由于量子点中电子数较多 (N = 10) 和
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L 

X 

图 3 首态二体密度ρ ( 1' 1 ，1'2) 随 1'2 变化。

Fig.3ρ( 1' 1 ,1'2) of the first states as a function of 1'2 

电子之间的相互排斥作用，为了有利形成束缚?空

间波函数一般主要分布在总势能较低的区域罗在系

统中， 2-8 和 3-7 结构势能较为有利。因此在本

文讨论的角动量范围内这两类结构较多。但为什么

不是所有的电子结构都是上面两种情况呢?这里面

除动力学和系统的势能的因素外?应该还有其他的

因素的影响。

文献[ 13 ]用对称性分析得到l 电子结构和

B( 特征?在本文中任然用这方法对目前系统电

子结构和 B( 进行讨论。用、 1 in和 l飞foul 、 IOllt分

别表示核内和环内电子数和角动量。

对第一类角动量 L =72 日才?为 1-9 结构，从

i至13 (a) 中可以看到二 1 ，因系统能量较低?

所以核内电子没有激发?故对应 lill 为 0 ，而环内的

角动量 lOlll 为 72 ，虽然这种结构的系统势能较 I叫'

但满足 IOUL =匀 (j 为整数)对称性的要求，所以有

这种结构出现;第二类 L 二 71 时，为 2-8 结构，

Nill = 2 ，从图 2 (d) 中得知核内有激发情况故有

lin为 3 ， lOUI应为 68 ， 满足 l仁ιιιol川川1I川1川l 二鸟句j
66 为 3←7 结构， 3 ，没有核激发有 lin 为 3 ，

环 lotlt为 63 ，满足 J吼叫 = 7j 对称性要求;第四类 L=

51 , 4-6结构 9 由于能量较低没有核内电子激发 l

111为 6 ， l"Ul - 45 满足 IOllt 二句十 3 第五类= 50 , 

5-5 结构? 1 În 为 10 (没有核激发) ，而 1 ，川为 40 ，

满足 lOllt 二匀?虽然第四、五类结构的势能较 P-1.J ? 

由于对称性的限制?它也不能形成势能较低的 2-

8 和 3-7 结构。

第六类 L = 55 ，涡旋态结构(图 3 (f)), 

种是-个特殊态 9 在极化SJlJ:于jlIi i ， 15总角动量

L 二 qN(N -1 )/2 十 N(N 是电子的数目 q 是一个奇

整数)时品'量子点中电子 e] , e2 ,… e 10 ，对应的角

动量分别是 l] = 1 , l] 二 2 ， ...l]0=10 ，故有涡旋态

结构(中心的电子密度很小) ;最后一种是由

满足对称性要求?所以没有清晰的几何结构，如 L

=49 ，图 3 (g) 所示。

下面分析图 1 中得到 B(L) 有一些特殊拐点

(幻角动量) ，在图 l 中看到当 L = 45 , 55 , 61 , 

69 , 73 , 77 的几个态 B(L) 较低?这是因为在 L 二

61 ， 69 ， 77 时为 2-8 结构不仅势能较低?而且满

足对称性的要求的，而 L = 62 , 70 , 78 角动量不满

足对称性要求的类液结构，所以有 ε( L) 平台;而

L =73 为 3-7 结构，这种结构在势能较低和满足

对称性要求?而 L =74 不满足对称性的要求类液

结构，故 B(L) 有一个平台。而对 L =45 和 55 满足

所有结构对称性的要求，而 L =46 和 56 因对称性

的限制?故 B( 较 9 所以出现平台。从上面分析

可知这些幻角动量是与电子结构和对称性有着密切

的关系。

通过计算和分析得到童子点中有极化电子时的

电子结构和幻角动量?分析知道它们不仅动力学和

系统的势能有关 丽 B对称性对它们有着较大的影

H向。
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