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摘 要：研究了一类广义非线性 Duffing 方程概周期解的存在性。通过 Lyapunov 函数建立辅助线性方程的指数

型二分性，在此基础上，选取适当的函数空间，利用不动点定理，得到广义非线性 Duffing 有界解的存在性，再

次利用 Lyapunov 函数，得到其概周期解的存在性和模包含关系。
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Almost Solutions So直阻e Nm丑陋near

ZHANG Liuwei, XU Yuαntong 

(School of Mathematics and Computational Science, Sun Yat-sen University, 

Guangzhou 51027 5 , China) 

Abs在iract: The existence of almost periodic solutions of some more generalized nonlinear Duffing equa­

tions is studied. Firstly, by means of the Lyapunov functions, the exponential dichotomy of the auxiliary 

linear equations is established. Then, by combining the fixed point theorem in some suitable space, using 

the Lyapunov function again, the existence of almost periodic solutions of the nonlinear Duffing equations 

and module inclusion are obtained. 
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对于非线性 Duffing 方程解的研究多集中于有

界解、调和解、次调和解以及拟周期解，而关于其

概周期解的研究相对较少。由于概周期函数自身的

特性，很多对于周期情形成立的结论，对于概周期
情形却不再成立［ I］’比如 Floquet 理论［2］。因此，

有必要对 Duffing 方程的概周期解进行研究。文

[3 ］用变分法研究了如下方程

r 一元…矿工 f( t），矿工 t 、
、
‘
目
，
，
，
／

tEi ／
，
，
，
‘
飞
、

其中， f是概周期函数， ~Pf 巳 AP(R），证明了方

程 (1 ）的有界解是概周期的。文［ 4］利用 Lya­

punov 函数？结合指数型二分性研究了方程

x ＇＇ 一元＋旷工 f( t) ( 2) 

得到当f E AP(R) i 且｜川｜斗时9 方程（ 2)

有唯…的概周期解咐，满足｜元。）｜三七且

mod （元） C mod （／）。

1 主要结论

本文研究更广义的一类非线性 Duffing 方程

见 II 一 α元＋ bxm = f( t) ( 3 ) 

与

II 
x α； X2i 一 I = f( t) (4) 

其中 α ＞ 0,b>O,m,n 是正整数？ αi E I走 i i = 

1 ,2γ·· 爪 if( t）是有界的连续函数。得到如下
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结论：

1 设f；是概周期函数，存在 M > 0 ，使
得 I f( t) I 运 M（ α － bMm-1 ） ，且 α － bmMm-I > 0, 

则方程（ 3 ）存在唯一的概周期解 x （吟，满足

｜元（ t) I ：王 M ，且 mod(x) C mod （！）。

容易看白，当 α ＝ l,b=l,m=3,M →
时，我们的结论与文［4］中的定理 2 是一致的。

定理 2 设存在 8 > 1 ，使得 θ ＜ 1,_l__
” 1 - (} 

sup1ERlf(t) I 
λ ＜ 1 ，其中 l 工 δ , (} = Bmax j 1 , I 

αI - 82 I 十五｜ αii f, A= Tm叫 1, IαI - 82 I 斗

I 2l \ 2i-2 
( 2i - 1) IαI(:---) h 则方程（4）存在

飞 I - (}/ 

概周期解咐，满足 suptER I 巾） I ＜击。
可见，本文对一类广义 Duffing 方程概周期解

的存在性给出了新的判据。关于 Duffi吨方程概周

期解的研究可参看文［ 5 - 8 J 。

2 引理及定理的证明

1 设 x E R" 'A( t）是踩上 n × n 的连续

矩阵值函数？称线性系统

d元（ t) 
dt 

A(t)x(t) (5) 

在直是上具有指数型工分性 9 如果存在正常数儿 α

及投影矩阵 P ， 有

I X(t)PX-1(s) I~三 ke -a(t-s) ' t 注 S

I X(t) (I - P)X-1(s) I:::;; ke α（叫， s 注 t

其中， X(t ） 是系统（ 5 ）的基本解矩阵。

言｜理 1 [2] 如果线性系统（5）在武上具有指

数型二分性，则概周期系统

d元（ t) 
1厂＝ A( t ）元（ t ) + f ( t ) ( 6 ) 

存在唯一的概周期解必（吵，且

必（ t) = L'° x ( t) p x-1 ( s) 1 ( s ) ds 

r X(t) （／一 P)X一 I ( S )j( S) ds 

冒 i 理 2 设 ψ （ t）是有界的连续函数 ， Q

supt ER I ψ （ t) I ，且 0 ＜ α － bQm-1 < 1 ，则方程组

（川＝（。 1)( I x) (7) 
y' 飞 α － bψ阳一1(t) oJ r 

具有指数型二分性？且二分性中的常数 k ， α 与

伊（ t）无关。

证明取函数 V(t,x,y ） ：一句，记 E1 = l （坷，
y) T 二 r(l,l)T,rεRf , Ez = l （元， y)T = r(l, 

一 1) T, l ε 酌，则政工 El EB 矶，且r ( t ' Xo ' y 0 ) "' Q ' （川）Tε E1
V(t,xo,Yo ） 注 0, （元0 ,yo) Tε Ez 

设 （ x （ 吟， y( t)) T = ( x( t ,0 ,x0 ,y0) ,y( t ,0 ,x0, 

Yo)) T 是方程（7）过点（ 0 ' ( Xo 'Yo ) T ）的解，则
V' (7) (t , x ( t) , y ( t ) ）二 （ x(t) ,y(t ））。

（一（ α － bqJm-l ( t) ) 0 \ '{-' I （ χ （ t),y(t))T 工
。一 l I 

一（ α － bψm-l ( t) ) x2 ( t) - y2 ( t ）运
一（ α ＿ bQm-1 ） 矿（ t) -y2(t）呈

一（ α － bQm-1) (x2(t) + y2(t)) 

于是，

（川（ t) ,y(t)) :::;; 0, t 判，（川0) T E El 

V(t,x （ 吟 ,y(t)) 二三 0' t :::;; 0' （勺， Yo) T ε Ez 

从而，见文［9］，存在两个一维解子空间 M1 'M2 

满足

（川（t),y(t)) ::so，肌y( t) f E Ml ,t E R 

V(t ，必（ t),y(t ））二：：： O,(x(t),y(t)f E M2,t 巴 R

取 Lyapunov 函数 W(t ，叽 y) = V(t,x,y) +e(x2 

十 y勺，其中？选取 s 充分小？使得 α ＿ bQm-1 

e(I ＋ α ＋ bQm-1) > 0 ，则有

W'(7> (t ， 元（＿ t) s(t)) 三王一（ α 一 bQ＂＇ 一 I) （ χ2(t) + 

/(t)) +e(2元。)y(t) + 2y(t) （ α ＿ bcpm-1 。））元。） ) :::;; 
（ α ＿ bQm-1) （元2(t) + y2(t)) + 

e(l÷ （ α － b旷－I ( t) ) ( X2 ( t) + y2 ( t) ）哥

一（（ α － bQ"'-1) - e(l ＋ α 十 bQm-1) ）。

（元2(t) + y2(t)) = - L （ 元2(t) + y2(t)) (8) 

其中 L ＝ α － bQm-1 - e(I ＋ α ＋ bQm-1) > Q 。设

（元。） ,y(t) )T 巳 M2 ＇ 则 V(t,x(t ） 罗 y( t ））注 0 ' 

e （ 元2(t) + y2(t)) :::;; W(t ， χ （ t) ,y(t)) :::;; 

(÷I- e) （川（ t）忖2(t)) (9) 

注意到（ 8）与（9），有

W' ( t ,x （ 吟， y(t)) ::s-L （ 川（ t) ＋卢（ t) ) :::;; 

2L 
一一－W(t,x(t) ,y(t)) 
1 + 2e 

、
、
，
，
／

nu -- 
J
’
E
飞
、

因此，

W(t,x(t) ,y(t)) :::;; e击（1…s>w(s,x(s) ,y(s ）），山 s
再由（ 9）罗得

] ~今 p, 2l ( I 
e ( x2 ( t) + y2 ( t) ) ::S 一τ主e l也（）＠

（川（ t ) + y2 ( t) ) ' t :;:::; s 
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从而 9

I (x （ 吟，y(t))rl 运

俨f!ie…古
类似上述论述 9 对 （ x(t) ,y(t) )r E M1 ，可以

得到

｜（咐，y(t))TIE;A 与2至e古（ s-t)
，、 L.B

I (x(s),y(s))TI ,s;:::t 

I I 0 1 \ I 
由 Q = suptER iψ （ t) I < oo ，知 If ~ , l I 

｜飞 α － bψm-1 ( t) Q/ I 

是有界的，出［ 9 ］，知方程（ 7 ）是有界增长的，

因此具有指数型二分性，且 k ， α 不依赖于 ψ （ t ） 。

证毕。

百 i E里 3[3] 对于二阶标量微分方程

y" - p ( t) y = q ( t) ( 11 ) 

其中 i p( t ） 注 c >0 ,q(t ） 是 R上的有界连续函数9

则方程（ 11 ）有唯一的有界解 y（吟，满足

以c t) I E; + ~~f I q c t) I o 

冒 i E里 4 设f是豆豆上的有界连续函数，存在 M

> 0 ，使得 IJ(t)IE;M（ α 卢 bMm-1) ，则方程（ 3)

有唯一有界解必（ t ） 满足｜元。） I< M 0 

证明令 x' = y ， 方程（ 3）可以化为如下方

程组

（川（0 l\/X) （。）I I 11 l + I I (12) 
y' J 飞 α － bxm-l(t)OJ 飞 yl \j( t) J 

记 c = 1 （元。）以t)) T ：见。），y(t ） 是 E史上的有界连续函

数），

Co 二｛（元。） ,y(t))T ：（刷刷）Tε C,

lx(t) IE; M, ly(t) I 斗 ~~f IJC t) I} 

其中 k ， α 分别是方程组（ 7 ）指数型二分性中的常

数。对 （ x(t) ,y(t) )TεC ，定义

T 
、
、
，
／
’
’

、
、
，
，Jr

ι’
b
 

／
’
’
飞
、

γ
J
 

’ 、
、
』
，
，
，

品
’L
U

／
’1
飞
、

见
／
’
’
飞
、 c1 + II c 元。） ,y(t)? II 〔寸’Jl)
则（ c' II· II ）是赋范线性空间？且序列

｜（凡 （ t) iYn(t) )Tf C c 在 C 中收敛等价于在盟的

任一紧子集上一致收敛。

任取（ψ （ t) ＇位（ t) ) T 巴 Co ，考察如下方程

（川＝（。 1) I川（。）I 11 I + I I C 13) 
y ＇ 飞 α 『 bψm一 1 ( t) OI 飞 yl 飞f( t) I 

由引理 2 知？方程（7）在 R 上有指数型二分性

n
H
μ’
 

口
H
M

{ IX,(t）川 Cs)IE;k川，t ;:::: s 

IX伊 （ t)(I-P伊）x;i cs) I E; ke -a<s-t) , s 注 t

其中毛是方程（ 7 ）的基本解矩阵，凡是投影矩

阵，正常数 k ， α 不依赖于 ψ ，则方程（ 13 ）唯一
有界解 （ x'P(t ），几（ t) ) T 为

(~( t)) ' I = J x'P ( t) P 'Px;1 ( s) { 0 ) ds -
Y伊 （ t) -oo \j(s) 

r x 'P ( t) (I - p 'P ) x: 1 { 0 ) ds (14) 
伊 ＼f( s) I 

｜／勺 Ct)\ I 2k 
直接计算得，｜（ ) I E; ~ ~~f IJC t) I ，进而，

｜飞 y伊（ t) I I 

2k 
有｜飞 Ct) I E; ~ ~~f IJC t) I 。

注意到%是方程

川一（ α － b<pm斗（ t)) x = f( t) 

的解 9 丑 α 卢 b扩一1 ( t ） 王三 α － bMm-i > 0 ，由引理3

得，

|~Ct) IE;α ~Mm-1 ~~f IJ( t) I E; M 

定义算子

C。→ Co

(<p(t) ,tjJ(t) )TI→（勺。）？几（ t) ) T 

贝U TC0 c C0 a 

下证 T 是连续的紧算子。取序列 i （伊n ( t ） 罗

拉n ( t) ) T f C C0 ，有

(x,.(t)) ~ Tf<p,,(t) 

y伊 ( t) 飞队（ t) 

2k 
且｜气。n ( t) I E; M' I Y\On ( t) I E; ~ ~咒 IJC t) I 。由于

(~( t) y伊（ t)) T 是方程

( x ＇） 二（ 0 1 ）（飞／I i 斗 1° ) (15) 
y ＇ 飞 α － bcp:-1(t)O yl 飞f(t)

的有界解 9 注意到伊n ( t ） 及f的有界性？由 Ascoli 

引理知，存在（飞 i ( t) ,y伊n(t))T 的子序列（见伊：（ t) ' 

几（ t) ) T 在良的任一紧子集上一致收敛罗即

(~. ( t) ＇几 .Ct))T 在 C 中收敛？从而＇ T 是紧算

子。

一方面，设（ψTl （吟，队（ t)) T 收敛到（ψ （ t), 

位（ t) ) T ＇则（ψ （ t) ＇讲（ t)) T E C0 o 另一方面 9 设

{r（ ψn ( t) ）收敛到（川）， y (t))Tε Co ＇知
收n ( t) 

（必 ＊（ t),y*(t))T 是方程
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（元＇）＝（ o 111x）＋（。） (16) 
y ＇ 飞 α 一 bψm… 1 ( t) OJ 飞 y! f( t) J 

的有界解。由方程 (16）在 E史上有界解存在的唯

一性知，

( (i)) = r＇ ψ （ t) 
y * ( t) 飞收（ t) 

即｛ r俨Tl(t)) 1 收敛到 r（ ψ （ t) ) 从而 T是连续算
l 飞队（ t) I J 飞 ψ （ t) J 

子。由不动点定理知，方程（ 12 ）存在解（元。），

y( t) ) Tε Co ＇即方程（ 3）存在有界解 x( t ） ，满足

以（ t) I:::::; M 。

定理 1 的证明 由引理 4 的证明知，方程

( 12 ）在 R 上的有界解（ψ＊（吟，收＊（ t))T ，满足

｜川） I :::::; M' I lf! * ( t) I :::::; ~ ~~f IJC t) I 。设
2k 

D = j （劣， y) T: I 必 I :::::; M, I y I :::::; sup I /( t) I l 
αt E !{ 

定义

U(t,x,y) ＝一（元一 ψ 非（ t))(y 一功 ＊（ t)),x,y 巴 D

则

U＇（口） (t,x(t) ,y(t)) = 

( y( t ） 一收＊（ t) ) 2 一（元（ t ） 一 ψ 书（ t) ) 0 

（ α （ x( t ） 一 ψ 勺））卢 b （♂（ t ） 一 ψ 栩（ t))) = 

( y( t ） 一功＊ (t) )2 一（必（ t ） 一 ψ ＊ (t) )2 

（ α － b(xm-I(t ） 十元m-2 ( t ） ψ ＊ ( t) ＋…十

元（ t ） ψ ＊ m-2(t) ＋ ψ ＊ m-1 ( t) ) ) = 

一（ y( t ） 一收＊ (t) )2 一（ α － bmMm-I) • 

（叭。一 ψ ＊ ( t) ) 2 :::::; - min j 1 ， α 卢 bmMm-I l 
（（元（ t ） 一 ψ ＊ (t) )2 + (y(t）一位＊（ t))2

由［ 10 J 定理 19. 5 知？方程 (12 ）有概周期解

（兀（ t) ,y(t)) T ，满足 I x ( t) I < M, mod （元） c 
mod（／），即方程（ 3 ）有概周期解 x( t ） 。

下证唯一性。设方程（ 3 ）有另一概周期解

x( t) ，满足｜是（ t) I:::::; M , x( t) - x( t ） 是方程

云（ t) - g(t)z(t) = 0 

的解，其中 g( t) ＝ α 卢 b （川一1 ( t) + xm …2 ( t ） 元（吟半

叶 xC t ） 俨 2 ( t ） 十元m 1 ( t) ），并且 g( t ） 二三 α

bmlvr-1 > o ，由引理 3 知， x ( t ） 二元（ t ） 。证毕。

为了证明定理 2，我们给出一些记号。设X=

( X1 ,Xz) TεRz ＇记 IX I = ( I x1 I, I xz I) r, llXll = 

max 1 I x1 I , I x2 1 l ,X 洁。意味着元1 注。而注 0 。类

似地？可以定义x > 0 。对 YE 晖，X 二三 Y(X > Y) , 

&P x - Y 二三 O(X-Y>O) 。 记

AP （ 庭2) = 1 伊： ψ ＝（伊1 （吟，伊z(t))r,

伊 1 （吟，伊2 ( t ） ε AP( 

对伊 E AP(R勺，定义｜｜ψt =supt ER IIψct) II 罗

则（ AP( R2) ' II 0 t ）是一个 Banach 空间。

2 的证明令 y ＝元’十缸，则方程（4)

化为

（元 f 二一川
( 17) 

y' = oy - 02元＋立， αix2i一 1 + /( t) 

对伊 εAP(R勺，考虑如下方程

（元’＝ - ox 卡伊2 ( t) 
(18) 

y' ＝ δy - 02伊 1 ( t) ＋艺 αi'Pii一 1 ( t) + /( t) 

其解可以表示为

（仰））＝
y(t) 

［（）ψ （ )d 

一 r产

Fψ （ t) 

)• AP( RL)' 

（~~：；），伊巴 AP(
记

。＝｛ψ 巴叫）：｜｜伊吵。 lloo :::::; l鸟）

其中 ψ0 ( t ） 二（ 0 ' - r e -8( t-s) f ( s ）叫，则。是

AP （康、的闭凸子集。此外，

｜｜从＝ ~~f { Ir e-8(s-t)1c s ） 叶：：：：：； l 

注意到 9 对任意 ψεn,

｜｜ ψt:::::; IIψ 一 ψ。｜｜∞＋｜｜ ψa II 00 :::::; 

l （） 万 l . ~ 
1-() - 1 －（） 、－

有

llFψ 一 ψat 工 ~~fm叫 Loo e-8(1飞 cs) ds 1, 

Ir e-o(s-1) （一向＇ ( s) + ~ a,<p;'-' ( s ））出 I}:::::;

~~fmax{ I Loo川 11'P t ds 1, 

Ir产

ι｜ α1 - 82 I; 
一
一∞

 

my 
α
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。 IIψt ＝~ 
因此， F是0到。的映射。下证F是压缩的。对任

意 ψε0 ，有

IFψ （ t) - F，收 ct) I = 

( I Loo e -8(t-s) 

Ire…8(s-t) ( （ αl 一 82) （川一 ψ1 ( s) ）十

αi(2i 一 1) （收 1 ( s) + hi ( s ） ψ1 ( s) ) ) 2i-2 D 

（仙）一收1 ( s) ) ds 

( I Loo e -8(t-s) 

Ire 一δ（ s …t) ( （ αl 一 δ2) （ ψ1 ( s ） 一收 1 ( s) ) + 

αi ( 2i - 1) ( ( (1 - hi ( s) ）收1Cs) + 

川）叭（ s)) ）叫（（川－ <{11 (s)) )<ls If 
其中 0 ~ h; ( s) ~ 1 'i = 2γ·· 凡？则

IFψ （ t) - F讲 ct) I~ 

(Loo e -8(1飞s ~~f I <p2 ( t ） 一位2 ct) I , 

f e 8(s-t) c Iα1 - 02 l~~f Iψ1 ( t ） 一收1 ct) I+ 

（绍一 1)1αi I （击）飞f I 'Pt （中们） l)dslf
因此，

llFψ － F收 t~

maxf 1 ｜ αI 一 δ2 I 十至（ 2i 一 1 ）以｜（占（－21·
L 0 ' 0 』

｜｜ ψ 一收｜｜∞： λ ＂＂° 一收｜｜∞
注意到， λ ＜ 1 ，故 T是压缩的。由压缩映射的不

动点原理知 9 方程 (17 ）有概周期解（元。） ' 

y(t))T ＇从而？方程（4）有概周期解 x( t) ，满足

凡Rlx(t)I ＜击。
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