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_..h.工维纯林发展系统的古典解 k
理

徐龙封，吴慧
(安徽工业大学数理学院，安徽马鞍山 243002)

摘 要:二维森林发展系统模型的研究还未见到任何结果。针对这类系统初始状态依赖于林木总量，而边界状

态又依赖于初始状态，系统的边界不满足通常的三类条件之一的特点，采用在"树龄一直径"存在区域内引进

一类特殊的曲线族，避开了提边界条件问题。再利用适当地选择林木直径尺度量纲的技巧，提出了一个适定的

二维纯林发展系统模型，最后综合拉特征线、先验估计、构造初始状态积分方程、迭代等技巧证明了这个系统

整体古典解的存在唯一性。

关键词:二维系统;特征线;古典解;积分方程

中图分类号: 0175. 12; 0175. 1 文献标志码 :A 文章编号: 0529 - 6579 ( 2011 ) 04 - 0028 - 05 

Cllassncall SOhlltñ01l1 oir a Two国 eDJl.SionaR Dynaoocs System f01r IPTill1re lFo:rest 

XU Longfe吨 ， WUH山

( School of Mathematics and Physics , Anhui University of Technology , Maanshan 243002 , China ) 

Abstract: The research of two-dimensional forest dynamics system model is still open. First , for the 

peculiarity of two-dimensional forest dynamics systems with initial state depending only on total quantity of 

forest , and boundary condition depending only on initial state again , boundary of system not satisfying 

one of 3 kinds common conditions , by introducing a class of special family cu凹es in presence region of 

"stand age-diameter" , the problem of boundary conditions is avoided. Secondly , u,sing the technique of 

selecting measure dimension of lumber diameter properly , a well-posed two-dimensional forest dynamics 

system model is propounded. At last , colligating the technique of pulling characteristic curve , a prior 

estimate , structuring integral equation of initial state , iteration , the existence and uniqueness of the glob­

al classical solution are proved for this system. 

Key words: two-dimensional systems; characteristic line; classical solution; integral equation 

对森林发展系统的研究，吸引了很多科技工作

者的兴趣。人们提出了很多森林发展系统模

型[1 - 10 ] 。但到目前为止，人们考虑的都只是一维

模型，文献 [5J 中提出了一些多维模型，但没有

作出进一步研究。下面我们考虑二维问题:设元 ， y

分别表示林龄与林木的直径 ; l ， d 分别是元 ， y 的最

大容许取值;直径对林龄的依赖关系 k1 ( x ) 豆 y 豆

k2 (x) ,k[ ( 材 ， k2 (x) 都是 z 的严格单调增函数 ;

N归 ， y ， t ) 表示时刻J t 林龄不超过 z 且直径不超过 y

的林分面积总数(林龄面积分布函数) ，当森林面

积很大时，可以假定贝克 ， y ， t ) 对于元 ， y 和 t 都是连

JN( 元 ， y ,t) 
续的，并认为它的偏导数 = p( 元 ， y ,t ) , 

0元。Iy .L" 7 ,/ 

ON( χ ， y ， t) 
此' 都是连续的 ， p( 克 ， y ， t ) 称为纯林面积的

林龄分布密度函数。定义相对采消率为μ( 元 ， y ， t) , 

表示在时刻 t 林龄为 z 直径为 y 的林木在单位时间

内平均采消面积与剩余的面积之比。伊[ ( x ,y) , 

*收稿日期: 2010 - 07 - 28 
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. 
化 (x ， y) 分别表示林木随林龄生长和随直径生长的

平均速度。 Po 归 ， y ， O ) 表示初始状态。 β (t) 二 β。 >0

表示造林更新面积与采消面积之比， γ (t) 表示林木

的成活率。

1 模型与假设

下列模型描述了一类纯林(即仅含一种树木

的森林)林龄和直径密度结构发展过程。

Ø2 +θ(ψ1 (χ ， y)p )+θ( 伊2(χ ， y )p )
。t ðx ðy 

-μ( 元 ， y ， t)p ， 0 < x < l , 

k, (χ) 三三 y 三三 k2 (x) , 0 < t 运 T , 
r l rk2( 元)

p(O ,O,t) = β( t) γ (t) L dχlμ(χ ， y ,t) • Jo --- J k l ( 冗) r V" u '" / ( 1 ) 

p( χ ， y ， t )dy ， O ::s; t ::s; T, 

p( 元 ， y ， O) = Po(x ,y) 二三 0 ， 0:::三 X 三三人

k, ( χ ) 三三 y ::s; k2 ( χ ) , 

N川州(υωt吵) = J川川由叫叫叫jf;::::川::::川川:::川〉〉::〉〉〉:〉〉川p以内川(μχ
其中 ψ矶1 (μx ， y川) ， ψ轨2 (μχ ， y川)也分别表示林龄量纲和直

径量纲与时间量纲的比率[臼山5盯]O 根据常识 ， x 与 t 量

纲相同，因此 ψ1 (元 ， y ) 三 1 ,k ' 1 ( χ) 运化 (元 ， y ) 运

k' 2 (川 ， k, (0) = k2 ( 0) = 0 ，且 y = k i ( χ) 时，伊2( 元，

y) = k 'i(川 ， i - 1 ， 2。为了叙述简单起见，不妨设

γ (t) 三 1 ，并适当选择 y 的计量单位，使 d = k2 (l) 

= lo ì己 'P2 ( χ ， y ) = ψ ( 元 ， y ) ， 由 y = k, (χ) ,y = 
k2 ( χ ) ， χ =l-B 围成的曲边三角形区域为 oe (见图

1 ) , Q~ = oe x (O ,T J ,0 0 = O ， Q~ = QTO 

li 
--

y 

。

y = k(Xo. "o)(x) 

1-1::: x 

图 1 系统的二维存在区域

Fig.l Occur region of two-dimensional system 

从而( 1 )可化为

主[!_+鱼 +ψ( 元 ， y) 鱼= -μ( χ ， y ， t ) p -
ðt ðx T"" / ðy 

. 
、

。cp( 克 ， y )
。 ， ( 元 ， y ) ε O ， t ε (O ， TJ ( 2a ) 
y 

队o ,t ) = β (t)川口(元 ， y ， t )p( 元 ， y ， t ) dy ，
o ::s; t 运 T ( 2b ) 

p( 元 ， y ， O) = Po(x ,y) 二三 O, (x ,y ) ε o ( 2c ) 

N(t) 斗叫:川， t ) dy , O ::s; t 运 T
( 2d ) 

由系统定义，在任何时刻 t ， 只有林龄达到 l ， 或

直径达到 l 的林木才全部采伐，而且必须全部采

伐，但保持森林中具有林龄在 0 到 l 之间，且直径

在 0 到 l 之间的各种林木。因此，对系统的资料，

特别是 ψ (x ， y) 和 μ 需要作如下假设(参考图 1 )。

。cp( 元 ， y ) /"， 1 一
( H 1 ) η εC( O ) ; 对任意点(勺 ， Yo) ε

dy 

0，存在唯一的光滑曲线 y = k(吨， )'0) (功 ， k(xO ， J'O) ( 元。)

= Yo ， k(句，)'0) ( 0 ) = 0 ，且满足 k '(吨 ， )'0 ) ( x ) = 'P ( 克，

。 (x ， y)
k( 元。，ω (x)) 。易算出沿着此曲线 2 三 0 0

dy 

( H2 ) 存在常数 α。 ， α 1 ， α2 > 0 ， α> 1 ，充分小的

正数 BO 和函数 α( 元 ， y ， t ) ε 0'" (Q~P) ， α(χ ， y ， t) 二三

α。， 11 α( 克 ， y ， t) 11 0 I ， I (QT-Q;，0) 豆 α ， 0 对任意 tε[0 ，

TJ ,l - x < Bo 时 ， μ ( 元 ， y ， t ) = α( 元 ， y ， t)/(l - x) α ， 

με O"I( Q~O ) 且 11 μ 11 0 1,1 (Q~-eo) 运 α20

( H3 ) 存在一个很小的正数 8，当 xε [ 0 ， 8 J

时 ， k 1 ( x ) = k2 (χ) =缸，其中 k 是正的常数。对任

lðk'(x ,)')(g) I ζL 意 5ε[0 ，汀， ( 元 ， y ) ε 0 ， I U'" (x!) \ ~ I I 
dX 

ðk'(x ,)') ( g ~I ，，; L ， 其中 L 是常数。
。y

注:文中出现的pε 0 1 " ( QT ) 指函数p 关于空

间变量(克 ， y) 和时间变量 t 都有一致有界的偏导
数[IIJ 。

本文我们致力于讨论问题 (2) 解的存在唯一

性，得到如下的主要结论。

定理 1 设 Po ε01 (0) ，β ( . )ε 0 1 
( [0 , T J ) , 

并满足边界相容条件 Po( O ， O ) = 

削MU(叫，0 ) Po ( 元 ， y ) dyo 另外，存在常
数M使得 11 ψ( 劣 ， y) 11 OI(QT) 运 M。则系统 ( 2 ) 存

在唯一非负解 p ( 克 ， )1 ， t ) ε 0 1 ， 1 ( QT ) 。如果在 0 上

均有 Po( 元 ， y) > 0 ，则存在常数 mo > 0 ，在 QT 上，

p ( 元 ， y ， t ) > O,p (l, y ,t) = O ，p ( 元 ， l ， t ) = 0 ，且对任
意 tε [ 0 ， T J ,N ( t ) 注 moo
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2 主要定理的证明

引理 1 对任意 ( x ， y ， t ) ε QT n lx 二三 t 1 ，记动点

P (s) = ( x - t + s ,k' (x ,y) ( χ -t+s )( x-t+s ) ， s ) 

设 φ ( 元 ， y , t ) , = exp [ - L
1

μ ( P ( s ) ) ds ] ， 则 11 φ ( 川，

t ) Il o l ， I(Qrn l归 1) 运 Co ，μ ( 元 ， y ， t ) φ ( χ ， y ,t ) 三三 C。 以

及μ(川 ， t ) I 。φ (州 ， t )_ I ~ Co ， 其中是 Co 常数o'" ' at 
证明 由 ( H 1 ) 一 ( H3 ) ，若克运 l - 80 ，结论显然

成立。 故设 χ > l - 80 ' 有

。φ ( 元 ， y ， t ) (1 
彻 = Jo 1以队μ灿1 ( P只(υωSο)门) + 执川( P只(υωS吵训)门) • 

[尸俨俨品W趴k扩， (μ兀叫川y川ρ) ; 川y) ( xχ - t + Sο斗)斗l dχ 飞 JJ

( χ -t+s ) + μ2 ( P ( S ) ) k ' (川) ( χ - t + s ) 1 ds . 

exp [ - L
1

μ ( P ( s ) ) ds ] = 

J:-一Tε俨o俨-4「兀

[~批k '飞( x ,.) ( χ 一 t + s ) w J') 钊+儿) (χ -t +s)] 
rJx 、 ，.

(x -t+ s)+ μ2 ( P ( s) ) k' (x, y) ( x - t + s) 1 ds . 

叫[ - L
1

μ ( P ( s) ) ds ] + 

l~en -x +l a [α ( P ( s ) ) / ( l - x + t - s)a lds . 

exp [ - L
1

μ ( P ( s ) ) ds ] 

其中 μ1 ( P ( s )) 仇 ( P ( s ) ) 分别表示μ( P ( s ) ) 对点

P( s ) 第一坐标，第二坐标求导。注意到rk ' (x ,y) ( x - t + S) I 
。 I ~ L , I k'( 元 ， y) ( x - t + s ) I ~ M , 
元 |

I k';x ,y) ( χ -t+s ) I ~M 

il--i 

ρ
·

·
ι

·
·

ι
 

it

‘ 

.. 

·911i

H

li

-
-

--

因此

| 冲(川t )_ I ~ exp [ - l~ 。一川( s ) ) ds ] 
0元

1
1
4
1

川
J
e
l
-
-
J
J

. 
!
L、

l

〕μ，
.

fα2 [ 1 + ( L + M ) ( l - 8 0) + M J (l - 8 0 ) + 

α 1 [ 1 + ( L + M ) (l - 8 0) + M J . 

l~eo -x +l (l - x + t - s ) -ads + 

叫…(l - x + t - s) -a- I ds 1 ~ 

i α2 [ 1 + (L + M) (l - 8 0 ) + M J (l - 8 0 ) + 

[ !+ ( L + M ) (l - 8 0 ) + 
;; ] 1 • 

( α-1 ) (l- x ) a- l α (l - x ) 

αo exp ( 1 1) exp (-1 ) 
v ~ '( α- 1 ) 8~ - j / r' ( α - 1) (l - x ) a- l / , 

-

e

‘
、

‘
'
·川

。φ ( x ,y ,t ) _ (I-eo -川
一 | μ2 ( P ( S ))( χ - t+s ) • 

ay J 0 ' 

ak' ( ) ( χ - t + S) , r ( 1 
(x ,y) , .. -/ds.exp [ - Lμ ( P ( s ) ) ds ] + 

JLfL 0批ak '扩k ' (x ,y) μ 2沃( P贝( s )门) (μχ 一 t + S ) 2工几a… 'd出s • 

(1 _ _ I T) I ~ \ \ ...1 ~ l 1 aφ ( x ,y , t )_ 1 <, exp [ - L μ ( P ( s ) ) ds J , I U ':P \ : ,J , b ) I 飞
JU dy 

i ψ(l - 8 0 ) 2 + LI~eo _x +l a l [( l 一 χ + t - s ) 一四十
(l - χ + t - s ) 一α -1 ] ds 1 0 

r (t αo ds -, 

xp L - Jl -eo-x+t (l _ χ +t _s ) a J ~ 

( α2L (l - 8 0? +α 1 [ ~ 1 l +1α] 1. 
α (l - x) 

O XP ( 1 ) exp (-1 
( α 一 1 ) ε; 一 1 / ~".t-' '- ( α- 1) ( l 一元 ) 四 - 1 / , 

。φ ( χ ， y ， t ) .. 1.. ~ . ~ \ . ~_.~ J t 。t 一 -μ (川 ， t ) 0 叫 1 - Joμ ( P ( s ) ) ds 1-

J:-eo-x+l 1μ 1 ( P ( s ) ) +川(s ) ) 

[ k~ 元 ， y) (χ -t+s )( χ -t+s ) + 

扩 (x ， y) (x - t + s) ] 1 ds . exp [ - L
t

μ ( P ( s) ) dsJ -

t la [ α (P(s) )/(l - χ + t - s)α] , 

力-E04+』 1 。 (χ - t + s) 

θ [ α (P(s ) )/(l 一元 + t - s)α] 

。 [ k'(x ， y)'(x - t + s) (χ - t+s)J 

[ k( 元 ， y) (χ -t+s ) ( χ - t+s) + 

扩(川) ( χ - t + s ) ]1 ds . exp [ - Lμ ( P ( s ) ) ds ] , 

|酌;y ， t ) I 寸 α/飞 1 _ +α l (1 + Ml + M) + at l (l - x )α2 、

r 1 1 ( l + 1)M 11 
α ， I 

1 l (α -l ) (l -x ) α 1 ' α ( l - x ) α (α -1 ) ( l - χ ) 四-1 JJ 

αo exp ( 1 1 ) exp ( - ) 
v ~. ， ( α- 1 ) e~一 j , ~， ( α- 1) ( l - x ) a-I / 

θφ ( 元 ， y , t ) 
再注意至U U ':Y \ ""'l 表达式的第一项正是 -μ(x ，

iJt 

Y ， t ) φ ( 元 ， y ,t) ， 所以

-
wj

m
中

\
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斗
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。
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-
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1 月xp( 一/ 4 、!， …;-) = 0 ，所以存在
(l 一 χ) A 

适当的常数 C。使得引理 1 结论成立。

引理 2 在定理 1 条件下 ， 设 ( H 1 ) , ( H2 ) 成

立 ， 0 < T < l - BO 0 则系统 ( 2 ) 有唯一非负解p ε 

O I ， l( QT)' 且存在仅依赖于 11 μ 11 OI(Q1') , 

11 PO 11 Ol(旬， C。的常数矶，使得 11 P 11 O I ， I(Q 7') 乓

li-­

-
e 

·
e-

、
1

J

J

』

1

..

.

. 

Moo 

证明对任意点 B ( χ ， y ， t) ε 。T ， 当 t;:::: 元时\

由假设 (H2 ) ，存在过点 B 沿 t 轴反方向引的特征

线

g = t - x - s ,[ =ψ (t -x -S ， [ )(t 一 χ - s) = 

k'( 元 ， y) (t - x - s ) ( t 一元- s ) 

与 t 轴交于点 A(O ，O ， t - x) ， 在式 (2a) 两边同乘以

叫川 -χ - b,k'( x,y) (t - x - b) (t 一 χ- b) ,b )db 

并沿此特征线从 A 到 B 积分，得到非负函数

二 p (O ， O ， t 才 ) e刚 - i~xμ[χ 一 t + s , 

k' ( 元 ， y) (χ - t + s) (x - t + s ) ,s J ds f 

p(x ,y ,t) 

p(O ， O ， t 一归p 1 - f fL [g ， k '川g) 石，

t - x + gJ dg f 

同样地，当 t ::S;元时，有

p(x ,y ,t ) = Po ( x - t ， k( 元，y) (元一 t)) . 

exp l - L
t

μ ( P ( s ) ) ds f 

由假设 (H 1 ) - ( H3 ) 易知 ( 4) 确定的 p ( χ ， y ， t) 

ε 0 1 ， 1 ( 号T 门 1 t 运圳)是 ( 2a ) - ( 2c ) 在 1 t 运元 i

n QT 上的唯一非负解。且 liT P( 元 ， y ， t ) = 0 , 

11 p 11 OI ， I (Q 1'nl叩门仅依赖于 11 Po (元 ， y ) 11 0' (Il)和 α1 , 

α2' Coo 

再将 ( 3 )和 (4) 代入 ( 2b ) ，并记 p (O ， O ，

。 = u( t ) 得积分方程

= Lt 

g ( 'T , t) u ( 'T ) d'T + h ( t ) 

(3) 

( 4 ) 

、
飞
』
，
，，

ι
t
u
 

/
'
'
飞
、

u ( 5 ) 

其中

g( 'T, t) =β(t)j:::μ (t - 'T， y ， t ) 

、
1
1
'

品
'
L
U

/
'
t
、
、

'hM 

exp [ - L
t

-川， k ' ( x ,y) ( g )扣叶)句J dy 

=β( t )Jl叫::μ ( 元 ， y ,t) 

州 - t ， k川x - t) ) exp [ - L
t

μ ( P( s) )出 J dy 

( 6 ) 

注意到 (5) 是一个第二型 Volterra 积分方程 ， t - 'T 

< l - B o 0 

首先，由假设 (H 1 ) 一 ( H3 ) ，并注意到克运 t

::s; l - Bo 易见存在仅依赖于的， C。的常数 C2 使得

11 g ( 'T , t) 11 01 ( [0, TJ x [ 0 , T]) 运 C2 。其次， 由引理 1 可

以看出让 C2 适当的大，还有 11 h ( t) 11 01 ( [0 , T]) 运
C20 由文献 [ 12J 中定理 4. 1. 1 知，方程 (5) 有

唯一非负连续解 uε01 ( [0 , TJ ) ， 且 1 1 u 11 01 ( [ 0 , T]) 

仅依赖于 11 β( 0) 11ω ([ O ，T] ) , Il po(χ ， y) 11 O l (酌，吨，

乌。从而 ( 3) 能确定唯一的 p( 元 ， y ， t) ε 0 1 ， 1 (QT 

n 1 t 注 χf )作为 ( 2a ) 一 ( 2c ) 的非负解 ， 且 lim

p( 克 ， y ， t) = 0 , II p 11 OI ， I(Q 1'n l 叫) 仅依赖于

11 β( • ) 11 01 ( [ 0 ,T]) ' 11 p 0 (元 ， y ) 11 01 (Il)和 α2 ' CO 0 由
边界相容性条件 ， 不难推出当 t = x 时， ( 3 )和

(4) 确定的 p( 元 ， y , t) ， 鱼 ， 鱼都相等。 从而引理 2
θt ' ax 

得证。

如果记引理2 中的 T= 丸， 则系统 ( 2 ) 有唯

一非负解p ε 0 1 ， 1 (0 X [To ,2To J ) ，且存在一个仅

依赖于 11 μ 11 OI , I(Q 1') , 11 p( χ ， y ， To ) 11 0 " '(旬 ， C。的常

数 M1 ， 使得 11 p 11 01 ， 1( 际[句，均]) ::s; M1 • 类似地，系

统 (2) 有唯一非负解pε 0 1 ， 1 (0 x [2To ,3ToJ) , 

且存在一个仅依赖于 11 μ 11 Ol( 岛)， 11 p( χ ， y ， 

2To ) 11 Ol(旬， C。的常数 M2 ， 使得

11 p 11 Ol ， l (队[町，叫])运 M2 0 设有自然数 n 满足。<

T 运 nTo ， 则系统 ( 2 ) 有唯一非负解pε 0 1 ， 1 ( 。

X [(n - 1 ) 丸 ， nToJ) ， 且存在一个仅依赖于

11 μ 11 Ol(仰， 11 p( χ ， y ， (n - l ) To) 11 0'(旬 ， Co 的常数

Mn _1 ， 使得 11 p 11 O l ， l(队[(川川'o ， nToJ) 运 Mn- 1 。至此，
定理的存在唯一性得证。

现在可以完成定理 1 的最后证明了。如果在。

上均有 Po( 元 ， y) > 0 ，由 (4) 可见，对任意 o ::三 t

::s; TO ' 当 t ::S; 元< l ,y < l ， 时，均有 p( 元 ， y ， t) >0 。

从而 ( 6 ) 中 h(t) > O. 再由 (5) ， μ (t) > 0。利

用 (3) ，可得对任意 O ::s; t ::S; To ， 当 t 豆 χ 同时. < l , 

y < l ， 均有 p( χ ， y ， t) >0 。于是，对任意 O 运 t ::S;

To ， 由 ( 2d ) ， N(t) >0。进一步，不难得到对任意

。运 t 运 T ， N( t ) > 0。记 N(t) 在 [ 0 ， TJ 上的最小值

为 mo ， 定理证毕。
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地震响应趋于一致激励，并随着视波速的递增，最

终趋于恒定值。
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