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摘 要：利用一类三角小波作为基函数 Galerkin 方法，将一类高阶奇异积分方程离散化，得到的问。度矩阵是一

个对称循环矩阵，并由此获得了一个基于 F盯和 IF凹的快速算法。该算法不但不需要计算刚度矩阵的值，而且

还避免了求广义逆矩阵所带来的麻烦。数值算例表明：当积分方程的真实解几乎具有奇性时，该数值方法仍然十

分有效。
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Abstract: Using trigonometric wavelets as trial functions and Galerkin method, the obtained stiffness ma­

trix from discretization the hypersingular integral equation is symmetrical and circula时， which leads us to 

a fast numerical method based on fast Fourier transform. Furthermore, this method don't need to compute 

the entries of the stiffness matrix and overcome the drawback to solve generalized inverse matrix. The ex­

ample states that it still has good accuracy when the accurate solution is almost singular. 
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许多科学和工程计算问题都归化为积分方程。

这些积分方程往往是奇异的有时甚至是超奇异

的。超奇异积分被定义为 Hadamard 有限部分。它

是经典的 Riemann 积分及 Cauchy 主值积分的推广。

在 20 世纪 70 年代末 80 年代初，冯康院士及他的

学生余得浩利用超奇异积分，提出了自然边界元方

法求解一些偏微分方程，该方法比经典的边界元法
有更多的优点［ l斗］。而当在圆内或圆外区域归化

时，大都会导致求解如下超奇异积分方程

r[- ~e ~ }o＜的 dB' = g(O) (1) 
4τrs1n 一…｜

其中 Uo （的是未知的待求函数。

余得浩和他的一些学生以及林伟和他的一些学
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生分别利用多项式和小波以及 Galerkin 方法求解方

程 (1 ）的数值解。在离散积分方程时，他们不但

都需要计算对应系数矩阵的值，而且还需要求对应

的广义逆矩阵，这样需要花大量的计算时间［4-6］。

本文利用文［7］中构造的一类三角小波作为

基底和 Galerkin 方法来研究超奇异积分方程 (1)

的数值解，得到一种快速数值方法：一是不需要计

算对应系数矩阵的值，而只基于快速傅里叶变换

(FFT）和快速傅里叶逆变换（ IFFT）；二是避免直

接求广义逆矩阵。

1 Galerkin 方法及其误差分析

余得浩在文［ 4］中指出高阶奇异积分方程

(I ）解的性质，即
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1 [4] 若奇异积分方程 (1 ）中 g( 8 ） ε 

H－÷且满足相容性条件，即 f1Tg（问： 0 ，那么积

分方程 (1 ）在商空间 V 二时IP。上存在唯一解
句，其中凡是常数集，且 u。连续依赖于已知函数

g( （｝ 丁。

在文［7］中，我们构造了一类三角小波。

定义 1 （尺度函数） 设N表示所有正整数构

成的集合，对于jεN ，尺度函数屿，0 ( （｝） 定义为

川） ＝±－；＝（卡~ cosllJ + 72cos2; IJ) ( 2) 
22 Jτ＼飞－ I 

对于 n = 0 , 1 , 2 , .. · , 21+ 1 一 1 ，定义

φJ,n （的＝ φ1,oCe-y)

定理 2[7] 对于任意的 m,n = 0,1 ，…，γl 一

1 'j εN ，有

；：中J川φj,n （仰之 δm,n
其中 Om n 表示 Kronecker 符号？即

(3) 

丘之 [1' m 二 n
…,. LO, m 并 n

3 [7] 任给jεN ，则尺度函数空间飞：

span i 屿， n ( (}) : n = 0 ' 1 ' ... '21+1 一 1 ~满足

飞： span l 1 , sin(}, sin2(}, .. · , sin ( 21 - 1 ) (}, 

cos(}, cos2(}, · · · , cos218 f 

从而 dim飞＝ 2J+l 0 

4[7] 对于任意 m,j ε N,n 工 0,1,2, ... ' 

21+1 - 1 ＇则

f1T 'PJ,n （川m附：

#( % cosCIJ;,J!,,.,, ＋守卫8m,v·)

f1T中＇j,n ( (}) S叫。~＃%叫L

f中J,n(O)d（｝ 二＃
下面我们利用 Galerkin 方法来求解高阶奇异积

分方程 (1 ）。明显尺度函数空间飞是 If2（户的线

性子空间，故有：

求 u6j) E VJ ， 使得
/
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(4) 

2J+L[ 

也就是说，设 u6i) ( (}) ＝》：元；j） ψJ’

(4）可化为如下等价的线性方程组

f乌乓 = bi ( 5) 

其中 x1 = (x61) ,x{1) , .. ·,x~'l1 …i) T 是待求的未知向量？

向量 bi = ( b61) 'b{J） ，…，均l1 一1) T ，且

b(j) = f1T g（州eC仰， .e = 0' 1' ,2J+l 一 1
系数矩阵 J乌＝ ( k;() ) 2}+1 x2i+l 中元素为

k;() = L L I - A • 2 (} - （｝＇ 怜沃的中川。） dθId(}
JU JU I 何sm 2一l”

(6) 

利用文［4］中的公式

r(-（一~（｝ 二 θ）叫0 工 kco4丁rs1n 一一

J节l 一 4 ~IJ 一 （｝＇ ]sin 
！哺sm 2一｜

其中 k = 0,1,2γ·· 代人（6）式可得

j) - _l_t 飞J -€(s-t) \ I 一 iλ.£cosτ÷ （一 1 )5 I ) 
21 飞 ti 1 I 

设 r= ls-ti ， 记

k(J) = _l_i ~1 fcos 企判十（－ lf
2J 飞自＼； ~~u 2J } 2 

r = 0, 1 ,2, .. · ,21+1 卢 1 (7) 

则可） = k扭l r ( r = 1 ' 2 ' ... '21+1 - 1 ）。这表明
矩阵 f毛是一个对称循环矩阵 9 因此矩阵乓可分解

为

K1 = F1A1F1 ’ (8) 

其中矩阵 F1 = (2 1¥ e如） s,I =0,1，沪L[ ＇对角矩阵

A1 中对角线上的元素 λ；j) = I, kij） 苦苦！ ＇将（ 7)

代入可得

r 0 r = 0 

λ ；J) = ~ r 1 ::::; r ::::; 21 ( 9 ) 

l2J+l 一 r , 21 + 1 ::::; r ::::; 21+1 - 1 

由于 F1-1 = F1 ，利用（ 8）可将（ 5）化为

A1F1x1 = Fh ( 10) 

取向量 bj 二（日j))s=0,1, ·,2.i+l 一 1 工 F/J1 和向量 αj = 

（ α：j) ）户0,1, ν～，其中
b (j) s 立。
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则 (10）可化为

马 ＝ Ji'.用 (12)

而 Fjαl 和 Fjbj 计算分别可以利用快速 Fourier

变换（ FFT）算法来完成。

注 1) 从表达式（9）可知：对于 2川× 2j+I 的

矩阵乓，它的秩R(K) = 2j+i - 1 ，因此矩阵 f毛不

是一个满秩矩阵，故乓；不是一个可逆矩阵，这一点

使得在数值计算会导致矩阵的乓的条件数非常大，

而我们的方法完全避免了这一点。

2）从（ 10）一（ 12）式可知，我们的数值方

法仅仅只需要求向量 b 的值，而无需计算刚度矩阵

乓值。
类似于［ 8］中的证明方法，我们容易证明如

下误差估计。

定理 5 设 Uo ε cm ( [ 0 ,2τ ］）（ m;::: 1 ），且

f7T (u。一 u6j» do = 0 ＇则

(f7T I u。一时j) j2d(J) + ~ cjrj(m一1) （削
其中常数 cj 满足 Q → O（当 j →∞）。

2 数值例子

解高阶奇异积分方程

t( (I 吁） cos(} - 2α - ~ e ~｝， co )de ~ 间
知sin →一（ 1 ＋ α 卢 2αcos8)

α 为实常数。

上面积分方程的真实解为

COSH 一 α
u。（ 8) = 4 v：口U 内 ~＋ C (13) 

l ＋ α－ －毒’·LαcosH

其中 C 为任意常数。此外由上式可知，当 α ＝ 1 时

解 u。（ （）） 有奇点。

为了保证解唯一？我们假设数值解还满足条件

f 7T ( u0 - u6j) ) d8 = 0 

下面表 1 列出对于不同 α 值的相对误差

I Uo - u6j) l2d8) 2 
’ 的计算结果。
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表 1 相对误差

Table 1 Relative e口or

α ＝ 0.9α ＝ 0.95α ＝ 0.99α ＝ 0.995 

J = 4 0. 185 302 02 0. 440 126 67 0. 851 457 77 0. 922 931 13 

j = 6 0. 001 179 02 0. 037 524 14 0. 525 596 49 0. 725 566 43 

j = 8 0. 000 000 00 0. 000 002 00 0. 076 314 98 0. 277 146 12 

j = 10 0. 000 000 00 0. 000 000 17 0. 000 033 93 0. 005 904 20 

= 12 0. 000 000 00 0. 000 000 18 0. 000 000 90 0. 000 228 91 

从表达式 (13 ）以及以上表格可知：

1 ）当 α 的值接近 1 时，积分方程（ 1 ）的真实

解 u。（ θ）几乎有奇点的，但我们的数值方法仍然十

分有效；

2）当 α 的值越接近 1 ，为了获得比较精确的近

似解？则需计算更大的j ，这时如果采用逆矩阵来

运算几乎不可能。
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