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摘 要：根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想，首次建立了线性阻尼情况下深梁动力学的相空间非传

统 Hamilton 型变分原理。这种变分原理不仅能反映此类动力学初值一边值问题的全部特征，而且它的欧拉方程

具有辛结构的特征。基于该变分原理，提出一种称为辛空间有限元一时间子域法的辛算法。这种新方法是由空

间域采用有限元法与时间子域采用 Lagrange 插值多项式插值的时间子域法相结合而成。用这种辛算法分析了 4

种支承条件下深梁的动力响应问题。算例的计算结果表明，这种新方法的稳定性、收敛性、计算精度和效率都

明显高于国际上常用的 Wilson - 8 法和 Newmark …。法。
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Abs生直·act: According to the basic idea of classical yin-yang complementarity and modern dual 院－副

mentarity, the unconventional Hamilton-type variational principle in phase space for dynamics of Timosh­

enko beam with linear damping is established, which can fully characterize the initial-boundary-value 

F穹oblem of this dynamics. And it's Euler function has symplectic strncture character. Based on this varia­

tional principle in phase space, a symplectic space finite element-time subdomain method is presented. 

This new method is the result of combining finite element method in space domain with time subdomain 

method by applying the Lagrange interpolation polynomials as approximation to the time subdomain. The 

numerical results show that the stability, convergence , computational accuracy and efficiency of this new 

method obviously improve those of widely used Wilson-0and Newmark-13 methods. 

words: phase space ; unconventional Hamilton 阳type variational pr’ inciple; initial-boundary·号号－

pr咱oblem; symplectic algorithm; dynamic response 

建筑结构应进行动力分析，以确保结构处于正

常使用状态和安全可靠。时程积分是建筑结构动力

分析的基本问题 9 对于建筑结构在地震、风载、冲

击荷载等作用下的响应都要进行时程积分的计算。

吁’收稿日期： 2009 -07 -28 

因此，研究与发展一些高性能、高效率与高精度的

时程积分法？一直都是工程界和力学界研究的热点

和难点。

长期以来？建筑结构的动力响应分析所采用的

基金项目：国家自然科学基金资助项目（ 10172097 , 10772203 ) 

作者简介：章学军（ 1970 年生），男，高级工程师，博士研究生；通讯作者：罗恩； E-mail: luoenzsu@yahoo. com. en 



34 中山大学学报（自然科学版） 第 49 卷

差分类算法存在明显的弊端，使计算结果产生较大

误差。同时，建筑结构所用的较精确的力学模型的

自由度都很多，计算工作量很大，计算时间很长。

因此，动态时程积分法目前在实际工程中应用还有

许多的困难。当前最重要的是首先解决动态时程分

析法所存在的求解未知量很多、计算量很大和计算

时间很长的问题，探寻求解未知量较少、计算工作

量较小和计算时间较短的新的动态时程分析方法。

对于结构动力分析，在 Lagrange 体系内进行并

不是最合理和最完美的选择而最合理和最完美的

选择应当是在 Hamilton 体系内进行。实质上，动

力学体系本来就是 Hamilton 体系［ I -6］。因此，将建

筑结构动力分析从 Lagrange 体系改换到 Hamilton

体系内进行，才能建立比已有的非辛算法计算性能
更好、精度与计算效率都更高的辛算法［7 斗］。

深梁是重要的结构单元。随着厚壁结构和大型

构件在建设工程广泛使用，深梁的分析引起工程界

巨大的兴趣肉。深梁动力学相空间非传统 Hamilton

型变分原理及动力响应分析的辛算法正可以显示

Hamilton 体系的优越性。

1 深梁动力学相空间非传统

型变分原理

按文［ 10-11 ］的思路？可以建立有阻尼深梁

动力学的相空间（位移、动量）非传统 Hamilton 型变

分原理。当边界条件必＝ O:w ＝岳？非 ＝ i/J;x=l:

lV1 = JVJ,Q = Q 和初始条件 ω（坷， 0) ＝面0 ＇位（元， 0)

二段。，p （ 元， 0) ＝户。， L （ 元， o) = L。时，其泛函为

（川；p,D 工 Jf [piiJ - hp2 十均

丰产2 一÷呼？÷吁一 ψ） 2 - Cw ;uUJ 一

cifr f价 4户←叫J dxdt + Ji [ （斗一切） C（尝一 ψ）十

（收一品） ( - EI 学）］户。＋［队一副J x =I f dt 十
r!X 

f lfio （巾（元，的一主（元， ti ）叭妃， t, ）十 La （圳（ x,O)

L （ χ ＇ ti ） 收（元 ＇ ti) + ［必（坷， 0 ）一品。（ x)]p （元， 0 ）十

［收（元，0 ）一手。（ χ ） J L （ 元， 0) f dx (1) 

式 (1 ）中上标。表示限制变分量［口］。对于其他边

界条件？上式中的划线项应作相应的改变。切，功，

p,L,p,A,I,E 分别表示挠度、转角、线动量、

角动量、密度、截面积、截面转动惯量、杨氏模

;C 表示剪切刚度罗 C = (EA)/[2κ(1 + µ汀， μ

是泊松比罗 K 是剪切因子？本文取 κ ＝ 615 ; CIV 和 Cφ

表示阻尼系数。当梁端支承分别为通常的简支、固

支或自由、以及位移满足位移边界条件和位移初始

条件时，式 (1 ）就变成为

II2 （队的；p ,D = 11 LP切－ _Lp2 + L功一
'P y ~r 2ρA 一

与－ l_El &!_ &!_ - +c （业才） 2 一
2p1 2 加 0元 L

CIV 切UJ - c收伊收 ＋ fw + m收 J dxdt + 

f 1 豆。 （ x)w （ 元， 0 ）一户（元，W

Z。 （ x ） ψ （元，O) - L （ 元， t ，） 收（坷， ti) f d元（2)

从 δ吼： 0 ，可得到基本方程和边界条件。

2 辛空间有限元一时间子域法

2. 1 

对空间域用辛有限元法进行离散，本文采用三

结点深梁单元［ 13 J 。

J k 

。

其结点位移和动量的列阵分别为：

jq(e)(t) f =[w,.(t ）收，. ( t) w/ t ） 收1(t) w1r(t ） 队 （ t) r 
(3) 

jpCel (t) f =[p,.(t) L,.(t) p1(t ） 鸟 （ t) p以 t) L1r ( t) p 
(4) 

式中， w,.(t ） 和收i ( t ） 分别是结点 i 的挠度和转

角函数， p,.(t ） 和 L,. ( t ） 分别是结点 i 的线动量和角

动量函数。

位移和动量模式为：
UJ (e) （元， t ) = [ N~ e) ( X ) ] l q ( e) ( t ) f ( 5 ) 

旷）（元， t) = [ N~el （元）］ jq(e)(t)\ (6) 

p ( e) ( X , t ) = [ N~ e) （元）］ jp(e)(t)f (7) 

L<el （坏， t) = [N~e) (x)] jp(e) (t) f (8) 

式中

N,;,e l ( x ) ] = 
[g(g-1）户2 g(g+l) l I (9) 

2 ':> 2 J 

[ N~e) ( x)] = 

[ 0 g ( ~ 1 ) 0 1 - g2 0ζ飞ζ ； i;1 (10) 

见一（元，十元i )/2 
其中 5 是无量纲坐标， 5 二 ／叫：元i
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将式（5) 一式（ 8）代人式（2），得

二 I［制r[MJ {q}- T{p}r[WJ {p }… 

÷与｝r[J(] {q ｝一 ψr[CJ{qH {F问肿＋

式中

j[fio （咐。 （ x ） 吨。（巾。（ x）］由一

{pl }r[Af'] {q,} ( 11) 

[MJ = LL) l [Nw(x)] T[N,Jx ）］ 十

[Nifr （ 元） Jr[N!fr(x)Jldχ （ 12)

[J(P] ＝羊 L)

卢［ N收（劣） ] T[N收（兀） ] l d坏（ 13) 

[[(] = Li L) i E阳山） J~~ ［ N卢）七十

C( [NW （ 叫： ［ NW ( x) J ,x 一［ Nw ( X ) ] ~x [ N以对］一

[N以对］ T [ NW ( x) ] ，：＜十 ［ N收（ x)Jr[N收（必） J) l dχ 

(14) 

[CJ= Lt Le) 

Cψ ［ N收（ x)Jr[N收（元） ] l d克（ 15) 

印(t)} = LL) l [N,Jx) Jγ（时）÷

[N功（元 ） Jrm(x,t) l dχ(16) 
{q(t)} = [q, (t)q2(t )…qi ( t )…qn(t) r (17) 

{p(t)} = [pl (t)p2(t )…Pi ( t ) …Pn(t) r (18) 

以上各式均是按有限元的一般方法对号集总而

成，设其自由度总数（即待定的结点位移和动量

函数数目）为 2n 。此外？在进行数值运算之前，

还应对边界条件进行处理。

2.2 半时间子域法

辛时间子域法的思想是把所考察的整个时间响

应历程划分成若干个时间子域在任一时间子域

上，用 Lagrange 插值多项式逼近待定的位移和动量

函数？根据动力学的变分原理，求解出子域末端的

状态值；然后 9 把前一个时间子域的末端状态值作

为下一个时间子域的初始状态值 9 重复上一步的计

算；如此进行递推 9 直至最后一个时间子域。

对于任意时间子域［ ti,ti+IJ ＇令 to = ti+I - t; ' 

则局部时间坐标表示的时间子域为 tε ［ 0, t0 ］；再

把该时间子域等分为 m 段，令 s = m •- 1 ＇每段长
为 H ， 贝0元量纲局部时间坐标表示的时间子域为

T E[O，叫，其中 T = t/H。在当前的时间子域上，令：

qi(t) = ~： αij钙的， Pi ( t) = .4i bijcp/ T) , 

(i ＝仁2 ，…， n) ＇或表示为：

{q(t)} = ［ φ （ T) ］｛ α ｝， {p(t）｝工［ φ （ T)Hb}

(19) 

式中｜ α）和 jb i 分别是待定的结点位移和动量向

量。将式 (19）代人式（ 11 ），得：

风＝ {b}r[Af：］｛ α｝一÷｛的T[J(~ ］｛ b ｝ 一

÷{a}r[ K,] {a}- {ci}r[ C，］山 l F, l Tl αl + 

LL [po （咐。（ x) + L0 （巾。（必）］由一
{b}T[M~ ］ jαl (20) 

从 01I2 = 0 ，并整理可得

[ R J 2ns x2ns l Ji l 2ns × 1 = j Pl 2ns × 1 ( 21) 

引人初始条件后 9 式（ 21 ）变成

［剖 2nm山m l Lil 2川l 二

lI'l 2m 

式（ 22）是本文给出的计算递推格式O 求解

线性方程组（ 22 ）得至4当前时问子域内各结点任

一时刻的位移和动量O 然后 把当时的时问子域末

端的结点位移向量｜ αi 和动量向量 j bm i 作为下

一日才a间闯子域的初始状态值 9 如此重复进行就形成递

推算法。

3 算例

假设深梁长 100 cm，宽 l cm ，高为 40 cm，弹

性模量 E =1.5 ><106 kg/cm2 ，密度 p = 0. 008 kg/ 

cm3 ，周期干扰力f = 10 000 sin(500 t) (kg）作用

于梁中点，初位移句： 0 ，初动最户。＝ 0 ＇计算

梁中点的动挠度值。这里将梁等分成 6 个单元，时

间子域采用 5 次、 4 次、 3 次 Lagrange 插值？振型

叠加法取全部离散振型。有关各种边界条件的深梁

计算结果比较分别见表 1 ＇表中计算结果的右边列

是相对误差百分比。图 1 -4 为时间子域采用 5 次

Lagrange 插值 9 长度取 5 日之 5/J,,t 情况下前 60 步的

结果比较 9 可以看出 9 尽管经过多次的递推，文中

方法的结果仍然与解析解很吻合？这说明了该方法

不但计算精度很高？而且具有良好的稳定性和收敛

性。当时间子域用 5 次 Lagrange 插值多项式插值

时？甚至时间子域为 5 倍时间步长，其精度仍很

高；若时间子域分别采用 4 次和 3 次 Lagrange 插值

多项式插值时？其精度也比较高。



36 中山大学学报（自然科学版） 第 49 卷

表 1 两端团支弹性深梁的中点动挠度（ flt = 0. 000 1 s ) 

Table 1 Dynamic deflections at mid …span of Timoshenko beam with two fixed ends ( /j,t = 0. 000 1 s) 

4 

时间／s
叠加法／ 本文解Imm

日1日1 5H=/j,t SH =5/j,t 

0. 000 2 0. 006 2 0. 006 2 0.00 0. 006 1 1. 61 

0. 000 4 0. 028 4 0. 028 3 0.35 0. 028 4 0.00 

0. 000 6 0. 057 5 0. 057 4 0. 17 0. 057 5 0.00 

0. 000 8 0. 072 9 0. 072 9 0.00 0. 072 8 0. 14 

0. 001 0 0. 074 5 0. 074 5 0.00 0. 074 4 0.13 

0. 001 2 0. 083 1 0. 083 1 0.00 0. 083 2 一 0. 12 

0. 001 4 0. 107 5 0. 107 6 一 0.09 0. 107 4 0.09 

0. 001 6 0. 129 7 。.129 7 0.00 0. 129 6 0.08 

0. 001 8 0. 133 6 0. 133 6 0.00 0. 133 8 一 0. 15 

0. 002 0 

0.5 

日 0.4
日
画 0.3

革 0.2
岳 0.1

0.0 

0. 130 5 0. 130 7 一 0. 15 0. 130 6 

振型叠加法 @ 本文方法

Wilson-8 Newmark－~ 

0.000 0.001 0.002 0.'003 0:004 0.'005 0.006 
时间／s

图 l 两端简支深梁

（高跨比＝ 4/10) ( /j,t = 0. 000 1 s) 

一 0.08

Fig. 1 Timoshenko beam with two simply suppo1ted ends 

(ratio of depth to span = 4/10, Lit = 0. 000 1 s) 

0.20 
日
J§ 0.15 
斟
~ 0.10 
4吕；

任 0.05

0.00 

一→→一振型叠加法 @ 本文方法

-Wilson-8 Newmark－~ 

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 
时间／s

图 2 两端固支深梁

（高跨比＝ 4/10) (Lit =0. 000 1 s) 

Fig. 2 Timoshenko beam with two fixed ends ( ratio of 

depth to span = 4/10 , /j,t = 0. 000 1 s) 

结 语

深梁是工程上常用的考虑剪切变形的一维结构

构件。本文首次建立了有阻尼深梁动力学的相空间

（位移、动量）非传统 Hamilton 型变分原理。这种

相空间 Hamilton 变分原理具有自然辛结构？基于

这种变分原理就能建立一些计算性能更好的高效辛

算法。文中基于所建立的相空间变分原理，提出一

Wilson - 8 法 Newmark - 13 法

4H=/j,t 3H=/j,t 8 = 1. 4, Lit 

0. 006 2 0. 006 2 0. 005 8 6.45 0. 006 3 -1. 61 

0. 028 3 0. 028 4 0. 026 5 6.69 0. 027 5 3. 17 

0. 057 5 0. 057 5 0. 055 6 3.30 0. 056 6 1. 57 

0. 072 9 0. 072 9 0. 07 4 7 2.47 0. 073 8 一 1. 23 

0. 074 5 0. 07 4 4 0. 079 0 - 6. 04 0. 076 9 3.22 

0. 083 0 0. 083 1 0. 083 7 -0. 72 0. 082 7 0.48 

0. 107 5 0. 107 5 0. 101 4 5.67 0. 104 1 3. 16 

。. 129 7 0. 129 8 0. 125 3 3.39 0. 128 0 1. 31 

0. 133 5 0.133 6 0.138 8 -3. 89 0. 137 7 一 3.07

0. 130 5 0.130 3 0.138 6 -6.21 0. 134 1 -2. 76 

一一一一一振型叠加法 @ 本文方法

0.30 
日 0.25

旦 0.20
j制
堪。15
.l.jf 0.10 
任 0.05

0.00 

Wilson-8 Newmark-P 

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 
时间／s

图 3 一端固支一端简支深梁

（高跨比：4/10) ( /j,t = 0. 000 4 s) 

Fig. 3 Timoshenko beam with one fixed end and the 

other simply supported end ( ratio of depth to 

span =4/10, lit =0. 000 4 s) 

1.2 

~ 0.6 

签 0.0
4日；

任一0.6

-1.2 

振型叠加法 本文方法

~- Wilson-8 Newmarl• P 

0.000 0.006 0.012 0.018 0.024 
时间／s

图 4 一端固支一端自由深梁

（高跨比＝ 4/10) ( /j,t = 0. 000 4 s) 

Fig. 4 Timoshenko beam with one fixed end and the other 

free end (ratio of depth to span = 4/10, lit = 0. 000 4 s) 

种称之为辛空间有限元一时间子域法的辛算法。并

且采用该方法分析了高跨比为 0.4 的深梁在各种边

界条件（两端简支、两端固支、一端固支一端简

支、一端固支一端自由）下的动力响应？这充分

说明了辛空间有限元一时间子域法适用于深梁的动

力响应分析问题。振型叠加法需要求解广义特征值

问题 i Wilson - 0 法和 Newmark - ~只有在时间步

长较小的情况下才有较好的精度 9 上述三种方法都
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是 Lagrange 体系下的算法？而辛空间有限元一时间

子域法是 Hamilton 体系下的算法。所有算例都明

显看出？文中建立的新方法的计算精度和计算效率

远高于国际上常用的 Wilson - e 法和 Newmark - f3 
法。由于这种 Hamilton 力学体系下的新方法的稳

定性、收敛性、计算精度和效率都高于 Lagrange 力

学体系下的已有方法，因此这种辛算法具有广阔的

应用前景。
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