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摘 要：元限无边界的单连通复形有两种基本类型，即双由型和抛物型，其对应的困填充分别填满双由平面和

欧式平面。主要讨论无限有边界的单连通复形 K的情形，证明了在双曲平面内存在一个关于K 的单叶圆填充 P,

在 P 中与 K的边界顶点对应的圆是极限困；这个圆填充 P在允许其极限因与单位圆周存在空隙的意义下是完备

的；并且 P对于单位圆盘 D 的 M他ius 变换来说是唯一的。
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Abstract: It is known that the hyperbolic and parabolic complex are two fundamental types for infinite 

and simply connected complexes, whose corresponding circle packings fill the hyperbolic and the Euclid­

ean plane, respectively. Given an infinite simply connected complex K with boundary, it is proved that 

there exists an univalent circle packing P for K in the hyperbolic plane D whose circles associate with 

boundary vertices of K are horocycles , which is complete in the sense of permitting the existence of inter­

stices between horocycles and unit circle D. Moreover, the circle packing Pis unique up to Mobius trans­

formations of D. 
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圆填充（ circle packing）理论起源于 Fields 奖

获得者 Thurston [ 11 在 1985 年提出的一个猜测：六

边形困填充可以用来近似 Riemann 映射。 Rodin

等［2-5］证明了 Th旧时on 方案的收敛性。随着对圆填

充及其应用的研究，其理论成为复分析与离散微分

几何的交叉学科中的一个快速发展的研究领域。迄

今为止，这个理论被分为许多分支？其中一个分支

* q交稿日期： 2009 -06 -03 

围绕着 Koebe-Andree飞r-Th盯ston 单值化定理，包括

实现给定一个复形的圆填充、圆填充的刚性以及构

造双由三维流形等问题［6－叫；另一个分支主要研

究复分析与微分几何中经典问题的离散近似 9 其中

最著名的是 He 等［4］证明了六边形圆填充（ hexa国

gonal circle packing) C00 一收敛于 Riemann 映射。

在文［ 7, 11 ］中， Beardon 与 Stephenson 讨
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论了无限元边界圆填充的存在性与唯一性。对于一

个无限元边界的单连通复形 K ，如果 K是双曲型？

则存在一个关于 K 的本质唯一的圆填充填满整个

双曲平面；如果 K 是抛物型，则存在一个关于 K

的本质唯一的圆填充填满整个欧式平面。那么很自

然要问，假如 K 是一个无限有边界单连通复形，

是否存在一个关于 K 的困填充，这样的圆填充是

填满双由平面还是复平面？是否唯一？这也是文

[ 11 ' § 8. 3. 3 J 中提出的问题，但那里没有给出

证明。本文我们将就这个问题给出一个完整的回

答。首先利用 Andreev-Thurston 定理和类型基本二

分法，结合圆环引理，证明了如果 K是一个无限

有边界单连通复形，则 K 一定是双曲型；其次，

利用对角化方法，证明了在双曲平面内一定存在一

个关于 K 的圆填充；最后，根据圆填充半径的数

的单调性，证明了该困填充在允许其极限图与单位

圆周之间存在空隙的意义下是完备的，并且这个因

填充对于双由平面的共形白同构来说是唯一的。

利用对角化方法和圆填充半径函数的单调性罗

我们证明了在双曲平面内存在一个关于无限有边界

的单连通复形的困填充 9 该圆填充在允许其极限圆

与单位圆周之间存在空隙的意义下填满整个双曲平

面，且这个圆填充对于单位困盘的 M出ius 变换来

说是唯一的。

1 圆填充与基本二分法

在这一节我们将简要地给出与圆填充相关的一

些概念和结果，以及什么是无限复形的类型基本二

分法罗更详细的请参看文口， 12 ］等。

定义 1 曲面 S 的一个三角剖分 T是指 S 局部

有限地分解成拓扑闭三角形的集合，记作 T = 
i 刑，使其中任意两个二角形要么不相交，要么相

交于一点或相交于一条完整的边。集合 T可以是有

限的？也可以是无限的。二角剖分 T也称为单纯

2 一复形。

2 给定一个顶点为 l V1 ,V2' ...罗马，… i 的

复形 K ，若对每一个顶点 v;(j = 1,2 ，…），在欧
氏、双曲或球面几何内分别给一个正数巧与它对

应？则这些正数的集合 R = l r1 ,r2 ＇…冯 9 … i 称为
K在欧氏、双曲或球面几何内的一个标号。

3 圆填充是指具有特定相切模式的一种

圆格局。特别地，如果 K是一个抽象的单纯 2 一复

形，它单纯等价于→个曲面的三角剖分。称一个困

格局 P 为关于复形 K 的困填充？若 P 满足下面的

条件：

( i）对于 K 中每一个顶点 u ，在 P 中都有一个

困 CV 与之对应；

( ii ）若［ u ,v J 是 K的一条边？则圆 cu 与 CV 外

相切；

(iii）若凶，v,w ］ 是 K 的一个正向的面，则

[Cv,Cu,Cw ］ 组成一个正向的两两相切的三个圆。

一个圆填充称为单叶的，如果它所有的园都不

重叠，也就是没有一对圆相交多于一点，图 1 是一

个简单的单叶圆填充。值得指出，本文所涉及的圆

填充都是指单叶的。

K p 

图 1 复形 K与它对应的圆填充 P

Fig. 1 Complex K and circle packing P for K 

4 内切于单位圆周的欧式圆称为极限

圆 9 相切点为该园的中心。

1 ( Andreev-Th旧ston 定理［ 11] ）设 K是

一个组合闭圆盘？则在双由平面 D 内存在一个关

于 K的困填充凡，其边界圆都是极限圆 9 且 pf(对

于 D 的共形自同构来说是唯…的。
引理 1 [ 11, § 6. 3] 设K与 L 是两个闭圆盘的有限

三角剖分，丑 L c;;;,K 。记 Rf( 与 Rl 分别为双曲平面

内关于K与 L 的极大圆填充的半径函数，则对任意

的 v E L ，有 RK(v) ~ RL(v ） 。

对于一个无限无边界复形 K

取一列嵌套的有限单连通复形 l K; :) = 1,2 ,… f ' 

它们都包含 K 的第 α 一顶点叫，穷举 K ，也就是

具有下面性质：① V1 E Kl ；②对每个j '1号是一个

闭圆盘的有限三角剖分；③对每个j ' K; c I~＇＋ I ; 

④ f毛↑ K(I~.4 敛于 K ） 。即若 L 是 K 的任意子复

形 9 则对所有充分大的 j ，有 L c R 。这里序列
1K1 i 可以任意选取，但其通常定义如下：令 K； 为

包含关于 v ， 的第j 生成的所有顶点的最小单连通复

形o k 中一个顶点 u 的第一生成是指由 K 中 u 的所

有相邻顶点组成。一般地 9 它的第 i 生成是由所有

与第 i - 1 生成中的顶点相邻且不属于第 i - 1 生成

和第 i - 2 生成的 K 的顶点组成。根据定理我们知
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道，对于每个 f飞，在双曲平面内存在一个关于

的极大圆填充 P马’记 Rj 为其相应的双曲半径函

数。通过规范化后罗可以使 P号中第 α 一圆的中心

在原点。考虑半径函数序列 l Rj I ＇注意到乓 C

乓＋1 ＇根据引理 1 ，对每个顶点 v EK ，我们有

R川（ v) ::::; R／吵，也就是对顶点 uεK ，序列

lR/v) I ；是单调下降的，当 j 足够大时。于是对于

顶点叫，出现下面两种情形之一，我们称为复形

K 的类型基本二分法。

(a) R/ v1 )• r1 , r1 > 0 ，当j→∞时，

( b) Rj( V1 ）↓ 0 ，当j一→∞时。

以上这两种情形（ a ）、 (b）只依赖于复形 K

本身，而与 V1 及 Kj 的选择元关。

已经证明［ 11］：对于情形（ a），存在关于 K 的

单叶圆填充填满整个双曲平面， K 称为双由型复

形；对于情形（ b）＇存在关于 K 的单叶困填充填

满整个欧式平面， K称为抛物型复形。而且，若 K

是一个抛物型复形？则在双曲平面内不存在关于 K

的单叶圆填充。

2 双曲型复形

已经知道？对于任一个无限无边界的单连通复

形？它要么是双曲型？要么是抛物型。在这一节我

们利用类型基本二分法的技术和圆环引理？证明了

如果一个无限的单连通复形是有边界的？则它一定

是双曲型。

2 如果 K是一个无限有边界的单连通复

形？那么 K一定是双曲型复形。

为了证明定理 2，我们需要下面的引理。

引理 2 （圆环引理［2,11] ）对每个 k 二~ 3 整数，

存在一个常数 c( k) > 0 罗使得对于欧式平面或双
曲平面内任意单叶 k 一花，其中心困半径为 ro ' 

则每个花瓣圆的半径满足 r;:;::: c(k)r0 o 

定理 2 的证明 在复形K的边界上任意固定一

个顶点叭，选取这样一列嵌套的有限单连通复形

乓，使得乓(j ；三 1 ）是 V1 的第j生成，如图 2 与图 3

的左边所示， K1 与民分别是 V1 的第一生成与第二
生成。显然，对每个j,l号是一个闭圆盘的有限三

角剖分？并且具 C Kj_ 1 , Kj • K 0 

由定理 1 知？对每一个j ，在双曲平面内存在

一个关于乓的极大单叶圆填充 P马’且每个边界圆

都是极限圆，如图 2 与图 3 为 j = 1,2 的情形。注

意到在 P马中 9 与顶点 V1 对应的困总是极限圆，因

此经过适当规范化后？可以使该极限圆的欧氏中心

在单位困盘内的某一个固定点。也就是，对任意的

j ＇使 R/ v1) = r1 ，这里 Rj 表示 P马的半径函数＇ r1 

> 0 是某一个正数。

~ 

图2 V1 的第…生成

Fig. 2 The first generation of v1 

令在

图 3 V1 的第二生成

Fig. 3 The second generation of v1 

要证明 K 是一个双曲型复形？只需证明对 K

中任一个顶点飞存在一个正常数 rv > 0 ，使 Rj(v ） →

rv ＇当j →∞时。事实上 9 若 u 是 K 的边界顶点？

那么由于在 P马中与它对应的圆总是极限圆，而极

限圆的半径是大于零的，因此根据引理 L 我们推

出该结论成立。下面我们只考虑 u 是 K 的内部顶点

的情形。这时我们可以在K内部取一条从叫到 u 的

边路径？假设它有N条边，把它写成从 V1 ~u V 的相

邻顶点构成的链： γ ＝ [ V1 ,V2 ' … ,vNJ 'VN =Vo 

注意到，复形 K是局部有限（或有界度）的

三角剖分？因此，必存在一个整数 d ， 使每个 u

εγ 的花至多有 d个花瓣；同时存在一个整数 J充

分大，使当j ；三 J 时， γ 是 f毛的内部。

如果 vn 和 vn+l 是 γ 内的两个相邻顶点，则在

p乌内与它们对应的圈是相切的且为内部因？于是由

引理2 知，存在一个只依赖于d 的常数c(d) > 0 ，使

c(d)Rj(vJ ::::;R/v ) :;=::_l_R(vJ ,j 注 J
川飞 c( d) ; 

反复应用这个公式？我们得到

( c ( d) ) N R/ v) ::::; Rj ( v ) 1 NRj ( v 1 ) ' j ；三 J
(c(d））川



24 中山大学学报（自然科学版） 第 49 卷

对每一个j ＇都有 R1 ( v1) = r1 > 0 。由上式不等式
和引理 1 推出，当j→∞时， R1(v ） → rv ＇其中 rv
>0 是某一个正数。这样我们就完成了 K是双曲型

复形的证明。

3 存在唯一性定理

对于无限有边界单连通复形，由第 2 节知道，

它一定是双曲型。根据这个性质，利用对角化方法

与半径函数的单调性，我们将证明关于无限有边界

单连通复形的圆填充存在唯一性定理。为此，我们

先给出下面的引理

引理 3 设 R ＇ 与 R是无限有边界单连通复形K

的两个双曲标号，并且满足 R＇ 运 R ，则对 K 的任

意两个顶点叫，屿，有白， （ v1 ,vz) :::::; dR （叫，川，其

中山，卜，＠）与 dR卜，＠）分别为由标号R ＇ 与 R决定

的度量。

证明 这个证明完全类似于当 K是无限无边

界单连通复形的情形（见文［ 11 , Lemma8. 4 ] ）。

3 设 K 是一个无限有边界的单连通复

形，则在双曲平面 D 内一定存在一个关于 K 的单

叶圆填充 PK ＇在允许其极限困与单位圆周 D 之间

存在空隙的意义下 p［（ 填满整个双曲平面，并且

对于 D 的 Mobius 变换来说是唯一的。

证明 这个证明分为三个步骤。

(i）存在性的证明。对无限有边界的单连通复

形 K ， 我们取序列 11飞 i 与 jP马）如在前面第 2 节。

记 pi= p马步令 Z1 表示乓内圆的双曲中心的集合？

则对于任意顶点 v EK' Zj( v）表示与 u对应的圆的

中心，当j 足够大时。

列举 K 的顶点为…个序列 i V1 'Vz 'V3 ＇…），选

取第一个子序列 1 月 I) l 为序列 i pi i 本身。由

jPj1)l 的定义知，与 V1 对应的圆的中心总在某个

固定点 Z1 ＇因此序列 l zj1) ( V1) l 收敛于 Z1 o 对于
任意的自然数 n 注 1 ，假设依次这样选取巳得到嵌

套序列 l l PJ\ :k = 1,2γ·· 剧？使对每一个k ，序

列 l zy) ( V1c) l 都收敛。我们将进一步证明，这个

结论对于 n + 1 也成立。考虑序列 i Pjn) l 和顶点

Vn+I 。注意到中心序列 1 zj(n) ( v川））位于一个闭单

位圆盘内罗由 Bolzano-Weierstrass 定理知 9 我们可

以从 l p｝~n) l 中选出下一个子序列 lP?+i) l ，使得
iζ~n+I) ( Vn+I) l 收敛。由数学归纳法，我们就得到

一个元穷嵌套的序列： 1 1 py+I) l : k = 1 , 2 ,… l ' 

1 月 le+!) l c 1 p;· l ＇使对每个 n ，有矿） ( Vn ) • Zn ' 

其中 Zn 是 D 中的某一点。另一方面？由定理 2 知？

Rjn) ( vJ 单调下降且收敛于某一个正数凡，当j→

∞时。特别地， K边界上的点对应的国都收敛于单

位圆周上的某一点。

对于任意的正整数 k ，定义 pik 为第 k 个序列

lP?')l 的第 k个圆填充，我们就得到一个圆填充序

列 1Ph\ 。任取 K 中的一个顶点 v ＇则一定存在某

个正整数 n ，使 U 二叭。由于 i Ph i 的尾部是

lP?)l 的一个子序列。由前一段的结果得到，

当 k →∞时， Zh(vJ → Zn , Rh ( vJ • rn 

定义 CV 为半径等于 rn ，中心在 Zn 的双曲圆。当对

每一个自然数 n 都这样定义一个相关的困后，我们

就得到一个圆的集合 PK= jCv :n = 1,2,3 ,… i 。

从上面的构造方法容易推出几就是双曲平面内关

于复形 K 的一个圆填充，且与 K 的边界点对应的

圆是极限圆。注意到 pik →凡，当 k →∞时，而

Ph 是单叶的，所以凡是单叶的，这就完成了存在

性的证明。

为了证明凡的完备性？我们需要下面的引理

引理 4 设 R［（ 是双曲平面 D 内极大圆填充

的半径函数？而R是D 内关于K的另一个圆填充P

的半径函数 9 则对任一个顶点 U 巴 K ，有 R( v ）乏主

( v）。而且如果等号对K 中的某一个顶点 u 成立？

则等号对 K 中所有的顶点都成立，即 R 三 Rf( o 

证明 类似于复形 K 为无限元边界情形的证

明（见文［ 11 , . Lemma8. 3 ] ) ，可推出该引理成立。

(ii）完备性的证明。也即要证明 p［（ 在允许其

极限因与单位圆周之间存在空隙的意义下填满 D 。

设。＝ carr(PIC) CD 。先证。是双曲凸的，即如

果 α ，bεn ，则双曲测地线［ α ， bJ c n 。不失一般
性？设 α ， b 是 PK 中某两个圆的中心 9 即 α ： zu 'b 

= zv ' u ,v εK 。下面只需证明对任意的 B > 0 ，存
在一条从 zu 到 zv 的曲线 σC O ，使得 lhyp （ σ ） :::::; 

d协（孔， Zv) + B ，这里 z，仰与 d，仰分别表示双曲长度

和双曲距离。又 K 的标号 R 可诱导 K上的一个度

量 d(R ） 。如果R是关于K的单叶圆填充P 的…个

半径函数，则度量空间（ K' dR ） 局部等距同构于

carr( P）。特别地， K 内任意一条曲线的弘一长度

等于它的像曲线在 carr( P）内的长度。由于乓收

敛于 K ，可选取足够大的 j ，使指定顶点 u,v E 

。考虑乓上关于两个标号 R1 = R鸟。与 R ＇ 的度量？

其中 R ＇ 为极大标号凡在乓上的限制。因为测地线

[ z~i) ,z,;i) J C carr（乓），所以 dRj 仙， v) = d,,YP ( z~i) , 

z~i) ）。注意到 R＇：：：：：； 尺，根据引理 3 ＇我们得到

仇， （ u,v):::::; d,,>P(z~i) ,z~1» 。记 P＇ 为圆填充凡在乓
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上的限制，则存在一条从 z 到毛的路径 σε

carr(P') c fl ，使得 l协（ σ ） :::::; d,,rP ( z~j) ,z~j) ）。由

pj 几何收敛于凡，因此 z~J） 与 z~J） 分别收敛于 zu

与 zv o 于是对于任意的 8 > 0 ？当 j 充分大时，有

dhrp ( z~j) , zv) < e/2 , dhrp ( z~j) ,zu) < e/2 。由三角形

不等式得到

l协JP （ σ）运 d协（ Z~n ） 罗 Z~n ）） 运 d协（ z~n ） ’ zv) + 

d,,J~ 
这推出 Q 是双曲凸的O

下面要证明。二 D \ /1 。记 A 为凡的极限圆

与单位圆周 aD 之间空隙的并集。采用反证法。假

设。 ~D\ 11，则 F=D\(IJ.Ufl ） 一定有非空的

内部，我们将推出这与凡的极大性矛盾。事实上，

由于 F 的内部非空，因此它一定包含一个闭圆盘

DI 。对D施行适当的 Mobius 变换，可以使圆 DI 的

中心在原点？然后让 DI 逐渐增大，使 D1 n 
en u 11 ） 包含一个点 p o 于是 DI = D1(0, lpl)? 

即以原点为中点 IPI 为半径的闭因。贝U Mobius 变

IP I _}_. 换收 （ z) ＝且止把 DI 映到单位圆盘D 的外面？它把

映为 D 内一个新的困填充 P' = t/JCPK ） 。因为 p

巴。 c n u /J.) ，所以 PK 中的圆以 p 为聚点。设圆

CV 位于点 p 充分小的邻域内罗考虑到困 CV 与 c'v = 
t/J ( Cv ） 的双曲半径RK(v ） 与 R'(v ） 接近于 O D ，可推

出 R'(v ） 比 RK(v ） 大得多？也就是R'(v) > R山） ) 0 

这与引理4 发生矛盾罗于是我们完成了完备性

的证明。

(iii）唯一性的证明。由上述的完备性知，凡

在允许其极限圆与单位圆周之间存在空隙的意义下

填满整个双曲平面 D 。通过适当的规范化，可以使

pf( 中与 K 的某个内部顶点 L 对应的困町的中心位

于原点。假设 P 是关于复形 K 的另一个单叶圆填

充，亦在上述意义下填满整个双曲平面 D 。类似

地，通过规范化后，可使在 P 中与 L 对应的圈中心

在原点。现把 P 看成是欧式因填充？对于任意的 s

>0 ，我们定义－个扩大的困填充 QB = (1 •-&) P 。

设 1K11 j ↑ K如前面定义？即为有限单连通子复形

的穷举序列。定义 Qll 为 Q 在 K 上的限制？由假

设知 P 中的困以 a D 上除去与极限因相切的那段

弧外的点为聚点。因此存在 N 工的 c;) ＇使当 n 二三

N 时＇ Qn 的边界圆都与 D 的补集相交。类似于文

[ 11 ' § 8. 3. 2 J 中断言的证明，推出当 n>N 时 9

Qn 中与 L 对应的圆的欧氏半径比 pn 中与 L 对应的

圆的欧氏半径大，其中 pn =pf( O 考虑圆 Cv 巴

凡，由单调性知，在 pn 中对应于 L 的圆以半径单

调减少收敛于 c,, o 则对于任意 8 > 0 ，只要 N>
N(e) , Qn 中对应于 L 的困半径大于 Cv 的半径。也

就是在（ 1 +e)P 内与 L 对应圆的半径大于圆白的

半径，即 R(v ） 二三 RJ((v) ，其中 R 与 Rf( 分别是 P

与凡的半径函数。因此由引理 3，我们得到 R 三

Rf( ， 也即 P是 pf( 在 D 的一个共形自同构下的像。
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