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摘 要: 研究涉及微分多项式分担集合的亚纯函数的正规性问题。设 k 注 2 是正整数 ， F 为区域 D 内的一族亚

纯函数，其所有零点重级至少为 k ; α ， b 和 c 是复数， 且 α 并 b , c 手 0 。 如果对 于 F 中的任意一对函数f( z ) 和

g ( z ) ， 有f与 g 分担 c ，且 L(f) 与 L ( g ) 分担集合 s = 问， b t ， 则 F 在 D 内正规。
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Abstract: Normality and shared sets concerning differential polynomial are studied. Let k 二::= 2 be a posi­

tive integer , and let F be a family of meromorphic functions defined in D , all of whose zeros have multi­

plicity at least k , and let α ， b and c be complex numbers such thatα =l= b ， c 手 O. If for each pair of func­

tionsf，gε F ， f and g share c , L(f) and L( g) share the set 5 =忡 ， b f in D, then F is normal in D. 

Key words: normal families; meromorphic function; shared sets; differential polynomial 

设 D 是复平面 C 上的区域。定义在区域 D 上

的一族亚纯函数 F 被称为是正规的，是指 F 中的

任意函数列 iλ ( z ) f 都存在子列 1!'，/ z ) f ，在 D 内

按球面距离内闭一致收敛于亚纯函数或∞。设f， g

是亚纯函数， α 是有穷复数，若f 一 α 与 g-α 具有

相同的零点 ， 则称f和 g 分担 α 。 记集合 5 = 1 α ， 

b f ，若f一 α (f - b) 与 g-α 或 g - b 有相同的零点，

则称f和 g 分担集合 S 。

设 αo ,a l ， … ， ak _ 1 是复数 ， k 是正整数，定义

LC户 =I k) + αk -II← 1 ) +… +αJ' + αJ 

为函数f的常系数线性微分多项式。下文提到的微

分多项式 L (f) ， L ( g ) 均如此定义。

最近，文献 [ 1 ] 得到了一系列关于 k 阶导数

分担集合的正规定则 。

定理 A[Jl 设 k 二::=2 是正整数， α ， b 是互异的有

穷复数 ， F 为区域 D 内的一族亚纯函数，其所有零

点重级至少为 k + 1 0 如果对于 F 中的任意一对函

数f( z ) 和 g ( z ) ， Ik) 与 g(k) 分担集合 s = 问 ， b f , 

则 F 在 D 内正规。

定理 B [ll 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数，

α ， b 和 c 是复数，且 α =l= b ， c =l= O ， k 是一个正整

数。 如果对于 F 中的任意一对函数f( z ) 和 g ( z ) , 

有f与 g分担集合 5=1 α ， b f ，且俨)与 g(k) 分担 c ，

则 F 在 D 内正规。

定理 C [J l 设 k 二三 2 是正整数 ， F 为区域 D 内

*收稿日期: 2010 -07 -02 

基金项目: 国家自然科学基金资助项 目 ( 1107 1083 ) ; 广东省科技计划资助项 目 ( 2008 B08070 1 005 ) 

作者简介:曾翠萍 ( 1972 年生 ) ，女，博士;通讯作者:杨德贵; E-mail: dyang@scau.edu.cn 



18 中山大学学报(自然科学版) 第 50 卷

的一族亚纯函数，其所有零点重级至少为 k ， α ， b 

和 c 是复数，且 α 并 b ， c 并 0 。 如果对于 F 中的任意

一对函数f(z) 和 g(纱，有f与 g 分担 c ，且Ik) 与

g(k) 分担集合 s = 1 α ， b 1 ， 则 F 在 D 内正规。

1 主要结果

本文将上述结果推广到微分多项式分担集合的

情形 ， 证明了如下定理。

定理 1 设 k 二::::2 是正整数， α ， b 是互异的有穷

复数 ， F 为区域 D 内的一族亚纯函数，其所有零点

重级至少为 k + 1 0 如果对于 F 中的任意一对函数

f(z) 和 g(纱 ， L (f) 与 L(g) 分担集合 s =问，剖，

则 F 在 D 内lE规。

定理 2 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数， α ，

b 和 c 是复数，且 α =l= b ， c 并 α。 α ， αob , k 是→个正

整数。如果对于 F 中的任意一对函数 f(z) 和

g (纱 ，有f与 g 分担集合 s =问 ， b 1 ，且 L (f) 与

L ( g ) 分担 c ， 则 F 在 D 内正规。

定理 3 设 k 二三 2 是正整数 ， F 为区域 D 内的

一族亚纯函数，其所有零点重级至少为 k ， α ， b 和 c

是复数，且 α 并 b ， c =1= 0 。如果对于 F 中的任意一

对函数f(z) 和 g(纱，有f与 g 分担 c ，且 L(f) 与

L(g) 分担集合 s =问 ， b 1 ，则 F 在 D 内正规。

2 若干引理

为了证明定理 1 ，定理 2 和定理 3 ，我们需要

下列引理。

引理 1 设 k 是正整数 ， f(z) 是复平面上的亚

纯函数，如果俨)不取两个值 α ， b ， 则俨) 是常数。

此引理由 Nevanlinna 第二基本定理容易证得。

引理 2 [2] 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数 ，

其所有零点重级至少为 k + 2 , b 为非零复数。 如果

对于 F 中的任意一个函数f(z) ， 有 L(f) =1= b ， 则

F 在 D 内正规。

引理 3 [ 3] 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数，

其所有零点重级至少为 k + 2 , b 为非零复数 ， k 为

正整数。如果对于 F 中的任意一对函数f( z ) 和

g (纱 ，有f( z ) 与 g(z ) 分担 0 ， L(f) 与 L(g) 分担

b ， 则 F 在 D 内正规。

引理 4 [ 4 ] 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数，

α ， b 为两个非零复数 ， k 为正整数。如果对于 F 中的

任意一个函数f(z) ， 其零点重级至少为 k + 1 ，且

f ( z ) = α∞L (f) = b ， 则 F 在 D 内正规。

引理 5 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数，其

所有零点重级至少为 k+2 ， α ， b 为非零复数，且 b

!il
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并 α。α ， k 为正整数。如果对于 F 中的任意一对函数

f(z) 和 g(纱，有 f(z) 和 g(z) 分担 α ， L (f) 与

L ( g ) 分担 b ， 则 F 在 D 内正规。

证明 设 zo ε D ， 我们证明 F 在 z。处正规。

取f E F ， 我们考虑以下两种情形。

情形 1 L(f) ( zo) 并 b 。 则存在 o > 0 使得在

邻域 Dδ= 1 z: I z - Zo I < 0 1 内有 L (f) 并 b 0 由分

担知对于 F 中的任意函数 g ， 满足 g 的零点重数至

少为 k+2 ， 且在 Dδ 内有 L(g) 并 b 。根据引理 2 ，

F 在 Dô 内正规 ， 从而 F 在点 z。处正规。

情形 2 日f) (zo) = b 。 则存在 o > 0 使得在

去心邻域 D~ = 1 z : 0 < I z - Zo I <δ) 内有 L(f) 共 b 。

因此 ， 对任意 gε F ， 在 D; 内有 L(g) =l= b 。下面

再分两种情形考虑。

情形 2. 1 f( zo) =1= α 。则存在δ>0 使得在邻

域 DI) 内有f手 α 。因此，对于 F 中的任意一对函数

f(z) 和 g(纱，在 DI) 内有f =l= α ， g =1= α ，且 L(f) 与

L (g) 分担 b 。对亚纯函数族 Fα = 1f - αJε Fl 应

用引理 3 ，得 Fα 正规，从而 F 在 DI) 内正规。故 F

在点 z。处正规。

情形 2.2 f(zo) = α 。则存在0>0 使得在去

心邻域网内有f =l= α 。因此，对任意 g E F , g 的

零点重级至少为 k + 2 ，且在 DI) 内有 g ( z ) = α 

。L ( g) = b 。因此，根据引理 4 ， F 在 DI) 内正规 ，

从而 F 在点 z。 处正规。

综上所述 ， F 在区域 D 内正规。引理 5 证毕。

引理 6 [5 -6 ] 设f:是复平面内的非常数亚纯函

数 ， k 二:::: 2 是正整数。 如果对任意 Z E C 满足f(抄手

。及Ik) ( z ) =1= 0 ， 则有 f(z) = eA川或者f( z )

1 n ，其中 A ( 并 0) 和 B 是常数 ， m 是正整
( Az + B )' 

数。

引理 7 [ 7] 设f( z ) = α"z" + a凡 1 Z" 一 1 + … +α。 +

q( z ) 
巳立 ， αn 是常数 ， α" =1= 0 , q( z ) ，p ( z ) 是两p ( z ) , 

个互素的多项式，且 deg q < deg p ， k 是一正整数。

若Ik) ( Z ) =1= b ， 且f 的零点重数至少为 k + 1 ， 则
b(Z_d )k+l 

f( z) - u 1\: I '-" / \ ，其中 c ， d 为互异的复数。
k! (z-c ) 

由文献 [ 8 J 的定理 1 ，我们容易得到下面的

结果。

引理 8 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数 ， k 

二三 2 是正整数， α ， b ， c 和 d 是复数 ， b =1= α ， 0 ，且 c =l=

0 。如果对于 F 中的任意函数f(纱 ， f- d 的零点重

级至少为 k ， 且 f(z ) = 0件L (f) = α ， L (f) 
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b=学l( z ) = c ， 则 F 在 D 内正规。

引理 9[9) 设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数 ，

k 二三 2 是正整数 ， α ， b ， c 和 d 是复数 ， 且 b # O,c # α 。

如果对于 F 中的任意函数f(纱 ， f - d 的零点重级至

少为 k ， 且f( z ) = α∞L(f) = b ,L(f) = 0=字l( z ) = 
c ， 则 F 在 D 内正规。

引理 10[10) 设 T(r) 是一个连续、非增非负

的函数， α (r) 是一个在区间 (ro ， R ) 内非增非负的

函数。如果存在常数 b ， c 使得 T( r) 运 α (r) + b10g + 

_1_ + clog+ T(ρ) ， 其中 ro < r < ρ < R 0 则 T( r) 
p - r 

运 2α (r) + B1og-;;-主一 +C ， 其中 B 和 C 为仅依赖于
n - r 

b 和 c 的常数。

引理 11[ 川] 设f(z) 是圆 1 z 1 < R (0 < R ::::; 
∞ )内的亚纯函数 ， 且f( O ) # 0 ，∞。 则当 o < r < 
ρ< R ， 有

.t( k) 

m( r ，.一一) 豆 Ck 11 + 10g + 10g + I N ~ '\ I + 10日 1 
k \ ~ , ~~O ~~O 1 f ( 0 ) 1 ' ~~O r 

log+-L+log+ ρ + 10g+ T( p ,f) f 
ρ - r 

其中 Ck 为与f无关的常数。
下面的引理对定理 3 的证明起重要作用。

引理 12 f是区域 D = 1z: 1 z l < R f 内的亚纯

函数 ， k ~ 2 是正整数， α ， b 和 c 是复数，且 b# α ，

c#O 。假设f的零点重级至少为 k , f ( 0 ) # 0 , 00 , 

1 ( 0 ) 并 o , 00 , L' (f ) ( 0 ) # 0 ，∞;对某个 z。 ε D ，

Zo # 0 ,f( zo) = c ， 但对任意 Z ε D \ z。 有f( z ) # c , 

且对任意 z ε D , L(f) # α ， b 。那么对 o < r < R 有

TOJ) 4-Liklogr+2km( r 五)+ km ( r l一)+k - 1 \ ' V~ ~ O ' ' _ 'V" V \. , f l' ' V"V \. 'f - C 

L '(ρ L ， (f) \ , ___ ( _. L' (f) 
(r 二且f) + m ( r , T ';' f'\\J J ) + m ( r , L (f) I ' .. V \. , L (f) - α 'L (f) - b 

_. 1 f( 0) (f( 0) - c ) 1 
k1o~ 

o 1/(0) 1 

log | ( L(f) ( 0 ) - α) ( L (f) ( 0 ) - b)1 
0 1 1/(f) (0 ) 1 

log |fA)| 州

1
1JA-

-tJi

: 
在

、

-
1

1

、
豆
，
-
〈

1

4

!lil--11 
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其中 M 为常数。

证明 根据我们熟知的 Nevan1inna 理论的一些

性质有

(rl ) +T(r1 ) = 
'L (f ) - α 'L (f) - b 

T( r ,L(f) - α ) + T ( r ,L (f ) - b ) 一

10g 1 L (f) ( 0 ) 一 α 1 - 10g 1 L(f ) ( 0 ) - b 1 ~三

2T( r ,L(f)) - log l ( L (f)( O ) 一 α ) . 

( L (f) (0 ) - b) 1 + C。

其中 C。是常数。

又由题设知 L(f) # α ， b ， 故(下面第二步用

到了 Nevar出nna 第二基本定理证明过程中所得的一

个不等式)

T(r 1 )+ T(r 一」一一) = m(r 一」一一)+'L (f) - α ， L (f) - b I .. V \. , L (f) 一 α

(r-1一一)运 m(r -j一一+一 1 一--;- )+C' 1 ::::; , L (f) - b I ~ .. V ,. , L (f) - α L (f) - b I , - I 

。 L'(ρ ) +m(r 兰立~ )+m( r , T' ~ f'\ )+C1 ::::; 'L (f) - α ， L (f) - b I ' .. V \. , L' (f) I ' - J 

T(rJ(f)) - N(r ,-L)+ 1 
L' (f) I ' ~~O 1 L' (f) (0) 1 

L , (f) \ , ___ ( _. L' (f) 
) + m(r 'L (f) - α ， L (f) - b J I ~ 1 -.;:: 

T( r ， L (ρ) + 市( r ,L(f)) + m( r 互iil)+
, L(f) 

m (r 卫2一)+m(rLX且一)+log 1 
'L (f)- α ， L(f )- b / ' ~'-' ó 1 L' (f ) (0 ) 1 ' ~ l 

其中 C'1 ， C 1 是常数。综合上述两方面，有

T( r ,L(f ) ) 豆市( rρ + m ( r ιitl) + 
, L(f ) 

L , (f) \ , ___ ( _. L' (f) ) + m(r 
'L(f) - α 'L(f) - b 

| ( L(f) ( 0 ) -α ) (L (f ) (0 ) - b) 1 
+ C2 (2 ) 

1 L' (f ) ( 0 ) 1 

其中 C2 是一个仅依赖于 α ， b 和 k 的常数。又因为

T( r ,L(f )) = m ( r ,L(f )) + N ( r ,L(f ) ) 主

N ( r ,f) + kN ( r ,f) 二三 ( k + 1 ) N ( r ,f) ( 3 ) 

由 ( 2 ) 式和 ( 3 ) 式得

kN ( r ，f) 运 m ( r 左iil) +
, L(f ) 

L , (f ) \ , __ ( _ L' (f ) 
) + m ( r 

'L (f) - α 'L (f) - b 

g | ( L(f) ( 0 ) 一 α ) ( L (β( 0 ) - b) 1 

+ C2 ( 4 ) 1 L' (f) ( 0 ) 1 ' - 2 

运用类似的方法 ， 可得

T( r ，f) 运 N( rJ)+ lV ( rl) + lV( r -L) +, f I '". \. 'f - C 

2m ( r ，五 ) + m ( r , !---) + 10g 1 i_( 0 ) (f( 0 ) - c) f I ' .. V \. ，升 c l ' ~~O ' 1 ( 0 ) 

由于f的零点重数至少为 k ， 且f-c 在区域 D 内只

有一个零点，故

T( rρ 呈阳rρ+lN( r ，毛 ) + 2m ( r ，牟 ) + k - , ,. , f / ,_.._ ,. , f 

m ( r ， 三L) + 10g It( 0 ) (f( 0 ) - c2_ 1 + 10g r 
f-c/ --0 1 1 ( 0 ) 口

( 5 ) 
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其中 B 是一个仅依赖于 c 的常数。再结合 (4 ) 式

得 ( 1 ) 式。 引理 12 证毕。
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情况 2.2

g(k) ( g ) = b -1-~ h 1 ，其中 A 为非零复数。显
(王一 c ) 川

然 ， g(k) ( g) = α 有 k -1- 1 个互异的根。这与 g(k) (g ) 

=α 仅有 g =α 一个根矛盾。

情况 2.2.2 b = 0 。 则 g(k) ~ 0 。由于 g 的

所有零点重级至少为 k -1- 1 ，这意味着 g 并 0 。

如果 k 二:::2 ， 则根据引理 6 ，有 g ( 5 ) =eAE+B ，

或者 g( 5 ) = 1 ，其中 A ( 手的 ， B 是复数，
( Ag -1- B ) n 

n 是正整数。显然，无论是哪一种形式 ， g( k) ( g) = 

α 均不止一个根，矛盾。

如果 k = 1 ，则 g 手。且 g' (g) = α 只有一个

根。根据 Hay口m 不等式知 g 是一个有理函数。再

结合 g~O 及 g' ~ 0 得 g(5)= 1 ，其中
(Ag -1- B) 凡

A(~O) ， B 是复数 ， n 是正整数。同样地 ， g'( 王) = 
α 有多于一个的根，矛盾。

因此 G 在 4 内正规。故存在|儿|的子列按球

面距离内闭一致收敛到一个亚纯函数或内闭一致趋

于∞。因此 F 在点 z。处正规，从而 F 在区域 D 内

正规。定理 1 证毕。

定理 2 的证明 运用类似于定理 1 的证明方

法，应用引理 5 容易证得定理 20

定理 3 的证明 设 Zo E D 。证明 F 在点 z。处

正规。取fε F ， 考虑以下两种情形。

情况 1 f(zo) ~ c 0 则存在 δ>0 使得在邻域

Dô = 1 z: I z - Zo I < 0 f 内有f( z ) ~ c 0 由分担知对

于 F 中的任意函数 g，在 Dô 内有 g ( z ) ~ c 0 对函

数族 Fc = 1 g - c:g E Ff 应用定理 1 ，我们知道 Fc

在 Dô 内正规，从而 F 在 Dô 内正规。因此 F 在 z。 处

正规。

情况 2 f(zo) = c 0 则存在 0>0 使得在去心

邻域网= 1 z : 0 < I z - Zo I < 0 f 内有f(z ) 并 c 0 因

此 ， F 在同内正规。下面证明 F 在 Zo 处正规。分

以下两种情况讨论。

情况 2. 1 日f) (zo) = α 或 b 。则存在 δ> 0 

使得在去心邻域网内有 L(f) ~α ， b 。

在 F 中任取子列以 | 。则对任意儿，

定理 1 的证明 任取 Zo E D 。我们证明 F 在

点 Zo 处正规。取fε F ， 下面考虑两种情况。

情况 1 L(f ) (zo) ~α ， b 。 则存在 0>0 使得

在邻域 Dδ = lz: I z 一 Zo I <δ | 内有 L (f) ~α ， b 。 因

此对 F 中的任意函数 g ，有 g 的零点重级至少为 k

-1- 1 且在区域 Dô 内有 L ( g ) ~ α ， b 0 

断言 F 在 Dô 内正规。不妨设 Dô = Ll 。 假设 F

在 4 内不正规 ， 则由 Zalcman-Pang 引 理，存在儿

ε F 'Zn E Ll ，及 Pn → 0 + 使得 gn ( g ) = ρ ，~Yn ( zn -1-

p ，l ) 在复平面 C 上按球面距离内闭一致收敛到亚

纯函数 g ，且其零点重数至少为 k -1- 1 。

因为

L (λ ) = /;, k) -1- α← lf- l )+ … +α lfn -1- αofn = 

gf)+αk一 lP"g了一 1 ) -1-… +αdVFn +αopJ;g凡

令 n→∞，有 L(!，') → g(k) (g) 。由 Hurwitz 定理有

g(的手 α ， b ， 或者有 g(k) 三 α 或 g(k)三 b 。如果是

后一种情况，则 g 将为次数至多是 k 次的多项式。

这与 g 是一个非常数亚纯函数且其零点重级至少

为 k -1- 1 的事实矛盾。因此 ， g(k) ~α ， b 。但是根据

引理 1 ，得 g(k) 是一个常数。由于 g 的零点重数至

少为 k -1- 1 ，这意味着 g 也是一个常数，矛盾。因

此 F 在 A 内正规， 从而 F 在点 z。 处正规。

情况 2 L(f ) (zo) = α 或 b 。 则存在 o > 0 使

得在去心邻域网= 1 z : 0 < I z - Zo I < 0 f 内有 L(f)
笋 αb 。

在 F 中任取子列 G = 以 i 。不失一般性，我

们假设存在子列， 仍记为 1!'， f ，使得 L (λ) (zo) = 
α 。因此由定理条件知，在 D; 内有 L (儿 ) 并 α ， b , 

且 L(!，，) (zo) = αO 不妨设 Zo = 0 ，δ= 1 0 

下面证明 G 在 A 内正规。反证，假设 G 在 A

内不正规 ， 则 由 Zalcman -Pang 引理，存在儿 ε G ， zn

→ 0 ，及p凡→0+ 使得 gn(g) 二 P，~"!" ( zn -1- Png ) 在复

平面 C 上按球面距离内闭一致收敛到非常数亚纯

函数 g，且其零点重级至少为 k -1- 1 。与情况 1 的

讨论类似得到，在 4 内有 g(k) ~ b 。我们再分两种

情况讨论。

定理的证明3 

zn →一 α 。 则根据 Hurwitz 定理有
ρn 

g(k) (α) =α ，而对于王 #α 有 g(k) (g) ~α 。接下

来进一步分以下两种情况讨论。

情况 2.2.1 b ~ 0 。 则 由引理 7 ，有 g ( g ) = 
b(g_d ) k+ l 

其中 c ， d 为互异 的 复数。从而
k! ( g-c ) 

i 
田
、

t
a
r
s

子
·

生→∞。贝U f{ (k) ~αO 再由引理
Pn 

1 ，知 g 是一个常数，矛盾。

情况 2. 1 
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Y: ( L川+阶 α) . P: ( L川+Pnço) -b ~I 
pTl LF (λ) ( z几+ PnÇO) 

→ I~k-l( çO )( g ( çO) -c )k ( g(k) (石。) )~I 
(g' (石。 ))k g(k+1) (石。) I 

从而

k 102: Iλ ( Zn +p ,lo) (f( z几十 PnÇO) - c~ I + 
CJ I f"n ( zn + PnÇ。) I 

g 1/. (z. ~ p,l o) 1 + 

102: I i L (儿) ( zn+ PnÇO) - α ) ( L (儿) ( zn+ ρnÇO ) - b ~I 
υ L'(儿) ( zn + ρnÇO) 

→- ∞ ( 6 ) 

设札 (Z) =!，. ( zn+ ρ ，lo + 纱 ， n = 1 ， 2 ， 3 ，…，容易

，如正札 (Z) 满足引理 12 的条件。对 R = 1 及 I z l < 

÷，当 n充分大时有马 +PnÇO +z ε D=lz: l z l < 

Rf 。由 ( 6 ) 式 、 (7) 式以及引理 12 ，当 n 充分

大时，对 r < R 有

曾翠萍等:微分多项式分担集合的亚纯函数正规定则第 4 期
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T( r ,hJ g -Li klogr+2km(r ，巳) + 
k - 1 

L'(hJ , L, (h凡
k仇m叫Z叫巾(r 干干ι_n)川+m叫(r 一一」一)+ m(r 'hn - c l ' ..., . , L(hJ l ' ...,. 'L(hJ 一 α

L, (h
n ) + 10g , L( hJ - b I ' ~~b I h凡 (0) I 

( L(hJ ( 0 ) -α ) ( L(hn) (0 ) - b) 
102: I 

b ' L'.(h
n

) (0 ) 

h n (0 ) (h n (0 ) - c) , ~ I \ 

k10 2: I '" / _'. " , '_ , / / I + M f ::::; 
。 h ' ，， ( O ) , , " . ~ ) 飞

h'n., / L'(hJ 
C I 2km(r ， 二___!!:) + km( r 一」一) + m(r 一1\ -":) + 

'h凡 -c l
, ,, u'" 'L ( h,.) 

L '(h ,.) \ / L' (h ,.) 
) + m( r , T ~1 \-n/ 1) + 1 f 

'L ( hn) - α 'L (h，.) - b 

根据引理 11 ，得

ijil--iEl--

j
jli 

'

'

..
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i
.
0
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白
川
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飞
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T(r ,h,.) ~ C1l 1 +10g+_1_+10g+ 叫人) f 
P - r 

其中 O<r<p<R 。 因此再由引理 10 ，得 T( r ,h,.) 

叫1 +问 T亏，其中 C2 是不依赖于 h" 的常

数。令 b" 是 h" 的极点，且 | bJ<÷ 。由于时0)
并∞，故 bn ~ 0 。 则

log-LS三 N(1hz) 运 T(工人) ~ C3 I b
n 

I ~ ".， 2 ' 

则得 | bra| >Ju 因此，λ 是区域 iz: | z | <Jzl
Le " l L.e j J 

内的全纯函数。故

....(. 

L (λ) ( zo) = α 或 b ， 且在 D; 内 L (λ) ~α ， b 。那

么存在子列 ， 不妨仍记为 1!'. f ，使得对所有的 n

均有 L(λ) ( zo) = α 。因此，对任意λ ，其所有零

点重数至少为 k ， 在区域 Dδ 内 L(儿) ~ b ， 且fn = 

c∞L(f，.) = α 。根据引理 8 和引理 9 ， lfJ 在 Dδ 内

正规。故存在以)的子列内闭一致收敛到亚纯函

数或二致趋于元穷。 所以 F 在 D{) 内正规，从而 F

在 z。处正规。

情况 2. 2 L (f) ( zo) ~α ， b 。 则存在δ>0 使

得在邻域 D{) 内有 L(f) ~α ， b 。不失一般性，设 Zo

= 0δ= 1 0 

在 F 中任取子列 iλi 。 则对任意λ ，儿 (0) = 
c ，且对于 zε L\ \ 10 f 有!'. ( z ) 并 c 0 因此 ， 或者

存在子列(仍记为 lfn f )使得λ -c 的所有零点重

数;::: k + 1 ，或者存在子列使得fn - c 的所有零点

重数恰为人 1 ~ l 运 k 。如果兀 -c 的所有零点重数

二三 k + 1 ， 则根据定理 1 ， 以!在 4 内正规。假设λ

-c 的所有零点重数恰为人 1 运 l ~ k ， 下面证明 G

= 1!'. f 在 z = 0 处正规。
假设 G = 1儿! 在 z = 0 处不正规。 则由 za1c­

man-pang 引理，存在f" ε G ， z凡→ o ，及 Pn →0+ 使

得 gn(ç) =!，.(z几 + Pnç ) 在复平面 C 上按球面距离

内闭一致收敛到非常数亚纯函数 g，且其零点重级

至少为 k 。

因为对于所有的 n ， 方程 gn( ç ) = C 仅有唯一

的一个 l 重零点 ç =二三，根据儒切定理，方程
ρn 

g(ç ) 二 c 在复平面 C 上至多只有一个根。

断言 g(k+1) (石)芋 0 。事实上 ， 如果 g(k+ 1) ( ç ) 

三 o ，则 g( 石) = A(ç - ç。户 ，其中 A 是非零复数。

此时 g(ç) = c 有 k ( ;::: 2 ) 个互异的根，这与 g ( ç )

二 c 在复平面 C 上至多只有一个根的事实矛盾。下

面我们再分两种情况考虑。

情况 2.2.1 存在 lfn ( zn + ρnç) f 的子列，不

妨仍记为 1!'. ( zn + ρ ，l) f ， 使得 L' (!,.) == 0 。即
pTl LF(λ) ( z凡 +PJ) =pTl .

[f+1) +αk-Jik)+ … +αuf J ( z" + p，l) 三 O

令 n →∞，得 g(k+ l) ( ç ) 三 0 ，矛盾。

情况 2.2.2 只存在有限个fn 使得 L' (f，.)三 0 。

不妨设对所有的 n 均有 L' (f，.) 芋 0 。取 5。 ε C 使得

g( 石。) ~ O ， c ， ∞ ， g '( 石。) ~ 0 ,g( k) ( 石。) ~ 0 , 

g(k+1) ( 石。) ~ 0 。 则当 n →∞时有

(fn( zn + ρ ço) ) k-1 (仙 + PnÇO) -c )k I 

以(f几 (z" + ρnÇO) ) k 
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logM(71dzkmz127儿)运
ι+e ~ Le 0 

M2ilog1-工 +lf
2eL3 

因此我们得忱 ( z ) 1 在点 z = 0 处正规，故 F 在区

域 D 内正规。定理 3 证毕。
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