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一类具有三个成长阶民
模型的持久性

王爱丽
(宝鸡文理学院数学系，陕西宝鸡 721013)

摘 要:讨论了一类食饵种群具有三个成长阶段的捕食一被捕食模型。通过构造 Lyapunov 泛函，讨论了模型的

非负平衡点的吸引性，给出了两物种保持持久生存，捕食者种群灭绝，及两种群均灭绝的条件。
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Abstract: A class of p严reda创to町r-prey model with three life stages is investigated. The global attractivity of 

the nonnegative equilibriums is discussed by constructing Lyapunov functionals. Moreover , we obtain the 

conditions under which all the species keep permanent , the predator species become extinct or all the 

species become extinct , respectively. 
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的全局稳定性。本文讨论一类食饵种群具有三个成

长阶段的捕食 -被捕食模型，讨论捕食者种群由幼

年到成年的成熟期所引起的时滞对生物种群的稳定

性的影响 ， 即讨论如下模型

=αχ2(t) -r1叭 (t) - b1x1(t) , 

兀2 = b1x1(t) - r山 (t) - C2χ~ (t) 一

b2元2(t) -d1χ2 (t) y (t) , 

元3 = b2x2(t) -川) -h(s) 均 ( t+s )ds ，
ý = y(t) [ - r + ()d 1x2(t - 72 ) - c3y(t - 7 3 ) ] ( 1) 

其中叭 (t) (i =l , 2 , 3 ) 分别表示幼年食饵，成

年食饵和老年食饵种群在 t 时刻的密度 ; y (t) 表

示捕食者种群在时刻J t 的密度。模型( 1 ) 是建立

在以下的假设之上:

( H , )幼年食饵种群的出生率与成年食饵种群

X 1 

关于具有阶段结构的种群动力学模型，已有很

多研究成果。然而，许多学者将生物种群的一生分

为两个阶段 : 幼年和成年 ， 只考虑物种在这两个阶

段的生理机能(出生率、死亡率、扩散率、掠取

食物的能力等)的差异。在文献 [ 1 ]中 ， Aiello 

和 Freedman 提出了一类具有幼体和成体两个阶段

的单种群模型。文献 [ 2 - 10 ]研究了各种不同类

型的具有两个成长阶段的模型。

自然界中，存在大量的生物种群，其生长分为

三个阶段:幼年，成年和老年 ， 例如哺乳动物和昆

虫。其中有少数昆虫的生长发育过程是这样的:在

成虫体内繁殖幼虫 ， 幼虫生长发育成成虫，成虫变

老后退化变蜗最后死亡，五倍子虫就是一种。高淑

京和陈兰苏在文献 [11 ]中建立并研究了一类具

有三个成长阶段的单种群模型。文献 [ 12 ]研究

了一类时变环境下的具有三个成长阶段的生态模型

. 
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的密度成正比 ， 比率系数为 α ; 幼年食饵种群的死

亡率以及由幼年食饵种群向成年食饵种群的转化率

与幼年食饵种群的密度成正比 ， 比率系数分别为

( H2 )成年食饵种群的死亡率以及由成年食饵

种群向老年食饵种群的转化率与成年食饵种群的密

度成正比，比率系数分别为巧， b2 ; 成年食饵种群

的种内竞争率为 c2 ; 捕食者种群的捕获率为 d} 0 

( H3 ) 老年食饵种群的死亡率与老年食饵种群

的密度成正比 ， 比率系数为 r3 ; 'T } 表示老年食饵

种群的化蜗期 ， e 表示化踊成功的概率 ， K ( s ) 是

逐段连续的正规化偶函数，且 jJlk(s)ds =1 0
( H4 )捕食者种群只捕食成年食饵种群 ， 'T2 表

示捕食者个体对于食物消化所需要的时间 ， 0 < 8} 

< 1; C3 表示捕食者种群的种内竞争率。

基于生态意义，仅在 Int R4

+ 中考虑( 1 ) 的永
久持续生存。本文假定模型( 1 )的初始条件为

xJ t ) = 伊i( t ) ， y(t) = 伊4 ( t ) , 

伊LεC ( [ - 'T, O] ， R +) ， φi(O) > λ ， 
i = 1 ,2 ,3 ,4 ,'T = maxi = 1.2.31 'T i l 

其中 λ 为充分小的正数。

解的有界性

(2) 

定理 1 模型( 1 )的任一解 ( x 1 ( t ) ， 向( t ) , 

x 3 ( t ) , y ( t )) 是最终有界的，即存在 T>O ， 当 t

>T 时，叫 ( t ) ::::; M} , i = 1 , 2 , 3 , y ( t ) 运 M2'
月2 8d ,M , 

其中 Mt = 式， M2 =ti叫 ( 8d}M} 'T2 ) ， A = 

min 1 r} , r2 , r3 l , M i = M i* + ε ( i=1 ， 2 ) 。

证明令 W ( t ) = 叫 ( t) + 向 ( t ) 

则沿模型( 1 ) 计算其导数得

+元3 ( t ) , 

W( t ) =αx2 ( t ) - r1 x1 ( t ) - r山 ( t ) - c2元; ( t) -

帆( t ) y ( t ) -川) - JTlk( s ) 句 ( t+s ) ds::::;
- AW( t ) + α引 ( t ) - c2 x; ( t ) 运

- AW( t ) + 乒
'fC2 

从而由比较原理知，存在 T1 > 0 ，当 t 注 T1 时 ，

W( t ) 运卫一，即有 xi (t) 
4Ac2 

三三M} ， i = 1 , 2 , 3 0 

由 ( 1 )知

ÿ( t ) ::::; y ( t ) [ θd 1M1 - c3 y ( t - 'T3 ) ] 

因此，存在毛 主 T1 ， 当 t 二三 T2 时 ， y ( t ) 
8d ,M , 

5三一÷一斗

c3 

exp 18d}M} 'T3l +ε =M2* + ε 。

取 T= 丸，则当 t > T 时 ， Xi ( t ) 

2 , 3 , y ( t ) 运M20 定理得证。

定理 2 若模型 ( 1 )满足条件

( A, ) α > r, + b} ; 

( A2 ) b} > r2 + b2 + d, M2 ; 

( A3 ) b2 m } > eM1 ; 

( A4 ) 8d, m} > r , 

::::;M} , i = 1 , 

则 ( 1 )满足 ( 2 ) 的解 ( X}( t ) ， 引 ( t ) ， 均 ( t ) , 

y( t) ) 是最终有下界的，即存在 T* > 0 ，当 t > T* 

时 ， 叫 ( t) 二三 m ， (i = 1 , 2 ) , 均 ( t) ~ m2 , Y 

i λ ， ( t ) 注叭，其中 mt = min 

b} -r2 - b2 -d,M2 I * b2 m } - eM, 
c" 1 , m2 = 

* m3 

创l :l -rexp i(MAl -r ) TJ ， mi 二 m/ -;-E o 

证明取 V ( t ) 

则有以下两种情况 :

=口lln 1 x 1 (t) , X 2 ( t ) l , 

( i ) 若 X } (t) 兰克2 (t) ， 则

D+ V(t) = 九三:'! b, X2 ( t) - r 2元2 (t) 一

c2X;(t) - b山 (t) - d}M山 (t)

( ii ) 若 X2 (t) 二::::X ， (t) ， 则
D + V( t) = 土 } ~αX ， (t) - r } 兀 1 (t) - b,x} (t) 

从而存在 T3 二三 T ， 当 t 注 T3 时，叭 (t) 注 mf -ε ( i 

= 1 , 2) 。

由模型 (1 )的第三个方程知

九 ( t) 二三 b2 m} - r内 (t) - eM} 

从而存在 T4~皂，当 t 注 T4 时，何 (t) ~m~' 一 ε 。
同理可得，存在 Ts 二三丸， 当 t 二三 Ts 时 ， y (t) 

二三 m3 - ε 。

取 T* = Ts ， 则当 t 注 T* 时 ， Xi ( t ) 注 m} (i = 

1 , 2 ) ，引 (t) 二三 m2 ， Y ( t ) 二三 m30 定理得证。

2 持久性与灭绝性

引理 1 若模型( 1 )满足条件

( As) 8d} αb } > ( b} + r1 ) ( 8d1 b2 + 8d1 r2 + rc2) 

则( 1 ) 有三个非负平衡点 El ( 0 ,0 ,0 ,0 ) ， E2 ( 马，

ι ，马 ， 0 ) ,E3 ( x1 ,x2* ,x3* ,y* ) ，其中

一 αb} - ( r1 + b1 ) ( r2 + b2) 
x2 = (r

1 
+b

1
) C

2 

一 α 一 b2 _ 

x , = 一一--元。 • x ., = 一一一-x" . 
1 r

1 
+ b

1
--'{.7 --" r

3 
+ e-- L" 

αb 1 c3 + d1 r( b1 + r1) - c3 ( b1 + r1) ( b2 + r2) 
;ι= 

1(bl +rl)( C2C3+Odi ) 
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od j αb [ - ( b[ + r[ ) ( θd j b2 + ()d[r2 + rc2) 

( b[ + r j ) ( C2 C3 + ()dî ) 

定理 3 若模型 ( 1 )满足条件

( A6 ) 2 ( T [ + b[ ) C2 > ()d j b j ( 1 + c3M27 3 ) ; 

( A7 ) 2c3 > ()d [ ( 1 + c3M2 7 3 ) , 

则模型 ( 1 ) 的平衡点 E[ ( 0 ， 0 ， 0 ， 0 ) 是全局吸引

的 ， 即食饵种群和捕食者种群均走向灭绝。

证明 模型 ( 1 ) 的第 4 个方程可写成

ÿ( t ) 二 y ( t )[ - r+()d[ x2 ( t -72 ) - c3y ( t )J + 

的) l~73 Y ( u ) [ - r + ()d [ χ2 ( U -72 ) 一
c3 y ( u - 73) J du ( 3 ) 

令 VlI ( t ) = X[ ( t ) + β2X2(t) + β3纠 (t) + y ( t ) ， 其中

β2 一 旦土豆L β ( r j + bj ) ( r2 + b2 ) 一 αb [β 二 L I ， 则沿模
~3 - b

j
b

2 
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型 ( 1 ) 计算 Vjj ( t ) 的导数并代人 ( 3 ) 得

Vll ( t ) = 一 β2 C2 X~ ( t ) - β2 d [ X2 ( t ) y ( t ) -

的3 ( t ) 一叫 lk( s) 句 ( t + 忡+州三
-β2C2元~ ( t) - C3y2 ( t ) + 

( - r + ()d [ X2 ( t 一句 ) ) y ( t ) +的) l~7/ ( u ) . 

[ - r + ()d [引 ( u - 72 ) 一句y ( u - 73) J du 运

向 r ()d[ ( 1 + c3M2 7 ) 1 一 β2 C2X~( t ) -l c3 - 飞 232 3/ |y2( t ) +

II "1. c'l ()d tM'l rt 

Ezi( t-72) + 气LiLrh -T2) du
A ι ()d t M" rt rt 

"1 

令 V12 (t) = 土云」L31 4 ( u-T2) duds ， 则有

Vll ( t) + Vj2 ( t) 运 -β2 C户~ (t) -

[ C3 - ~d[( l + ι T ) 1 飞 2 323/|y2( t)+

θdt ( 1 + C'l M'l 7 'l ) 
山

l v 2 3勺 . ::1 / χ~( t - 72) 

d t ( 1 + C'l M'l 7 'l ) rl 
" 令 V13 ( t ) = ~ - I ' ~ ' ~~ j. ' ~ 1. ' j/ I x~ ( u ) 巾， 则有

Vll ( t ) + V川 t ) + V13 ( t ) 运

r ()d t ( 1 + C'l M,, 7 'l ) 1 2 
-1β2C2- l 飞 ;J3"~2'3 /

J 元~ ( t ) -

[ C3 

_ ()d [( 1 +呐73 ) 1 2|y2( t ) 

令 Vj ( t ) = Vll ( t ) + V以 t ) + V13 ( t ) ， 则由条件( A6 ) 

和 ( A7 )知 ，存在 B[ > 0 ，使得

Vj ( t ) ~ - B[ ( 元~( t ) + l( t )) 

对上式两边积分得

飞 ( t ) + B 1 J:" ( x~ ( s ) + l ( s ) ) ds 运

Vj ( T 司 ) < + ∞ 

所以 X~ (t) + l ( t ) ε L j[ T * ， + ∞ )。又由于 η ( t )

和 y ( t ) 是有界的 ，从而元~(t ) + l(t ) ， 土2 ( t) 是一致

连续的。由 Barblat's 引理知 ， limt→+∞ [ 元~ ( t ) +l ( t ) J 

= O ， limt→+∞ X2 ( t ) = 0。所以
lim 句 ( t ) = 0 , limy ( t ) = 0 , 

limχ[( t ) = 0 , lim 句 ( t ) = 0 

定理得证。

定理 4 若模型 ( 1 ) 满足条件 ( A j ) -

( A3 ) 及条件

( A8 ) ( r [ + b[ ) ( ()d j r 2 + θd j b2 ) < ()d [ αb [ < 
( r[ + b[ ) ( θd [ r2 + ()d j b2 + rc2) ; 

( A9 ) 2c2 > d[ + 主 + ()d j ( 1 + c3M山 ) , m 2 

( A lO ) 二>主 +fL;
JVl j .Lm2 m 2 

(All ) 2c3 > (() + 1) d j + c3M273 θd[ + 2c~M2飞，
则模型 (1 )的平衡点 E2 ( 矶，豆2 ，马， 0 ) 是全局吸引

的，从而捕食者种群将会灭绝，而幼年食饵种群，成

年食饵种群和老年食饵种群都是幸存的，且密度分

别稳定在马，ι ，朵。

证明 假设 ( χ j ( t ) ， 叫 ( t ) ， 何 ( t ) ， y ( t )) 是模

型 ( 1 )满足条件 ( 2 ) 的任→解 ， 模型( 1 )可改

写成

X [ = 去[ χ 1 ( t ) ( x2 ( t ) - ι ) - X2 ( t ) ( x [ ( t ) - X[ ) ] , 

土2 = 2[ Z2( t )( X l ( t ) - 玩 ) - x [ ( t ) ( X2 ( t ) -

马 ) J - 乌克2 ( t ) ( X2 ( t ) - X2) - d[ X2 ( t ) y ( 吟 ，

引 = b2 ( χ2 ( t ) - 马) - r 3 ( X 3 ( t) - 马 ) -

efTl k ( sh( t+S ) 4 ) ds , 

ÿ = y ( t ) [ ( ()d [ 马 - r) + 

()d
j ( X2( t-72) - ι ) - c3y ( t - 73) ] ( 4 ) 

b j正饥( t )
令 V2[ ( t ) = 

~ 

I

兰 ( x [ ( t ) - Xj - 马 ln tf一+αx2 

::LμL马:=2 (x/斗斗=2 (x i扣2(山ιμ(xιμχ叽州z反(υt ) - 玩←川川- x ，斗豆玩协&
计算 V飞凡2引j ( t吵) 的导数可得

民l ( t ) =-2[fh( t ) 斗 ) -
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JFXl( t ) 一 ι ) ] - C2 ( X 2 ( t) 一旷

JL[( Z2 0) -L Y 一 ( χ3 ( t ) 一旷] -
Lm立

(二-尹) ( X3 ( t ) - X3 ) 2 一 ( r - ßd [ 马 ) y ( t ) + 
lVl ‘ Lm,, / 

2元f川) ( χ3 ( t + s ) - X3 ) 2 ds + y ( t ) 

[ ßd[ ( 克2 ( t-72 ) 斗 ) 一 的) + C3 l~T/( μ) du J 运

一 ( C2 -去;-2)(纠 ( t ) - X2 ) 2 一

(芒一主-~)( 句 ( t ) 一马 ) 2 一
i阳 [ Lm2 Lm2 / 

(C3 - i θ:1 ) d ) 丁c 一 i iyh ) +l(Mt-72 ) - 旷+

三;fF
川)l~T/( μ) [ ( ßd ，马 - r) + 

θd[ (χ2(U -72) -ι ) - C3 Y( μ- 73 ) ] dμ 运

一( C2 一主 _ ~， ) (X2 (t) 一马) 2 一
飞 Lm2 L / 

(兰一主 ~乙 ) ( X 3 ( t) - X3 ) 2 + 
lVl , Lm2 "-二斤12 ' 

号(元2 (t - 72) - X2 ) 2 -

( c3- ( 0+1 ) dl 一叫73 ( ßd [ + C3 ) \ ., f7U
[ -r- (;3 ) )i ( t ) + 

22 / 

Z朵立二支~[，丑fT 'ηF川l卢严K烈孙(υs )灿(μχ钊3ρ(υt +叫S忖) 一4ιω旷) 2川2让划d出s + 

巳?手l~T3巧Jy3J[阳闷θ创叫d矶l
C3y2 ( u 一 73 ) J dμ !ij 

·
··-

-eE"-1i·

. 

才、
τZ 

V川 t ) =;:;-乙 ( ~'K( - s ) r (纠 (u) - 马) 2duds + 
Lm2 J U Jt-s 

子l~T3f [ ßd [ (X 2 (s - 7 2 ) - X2 ) 2 + 

C3y2 (s - 73) ] dsdu 

f b2 d1 \ 则有 V2[ (t) + V22 (t) 豆- ( C~ 一二一_ ~1 ) 
飞 L. 2m

2 
2 / 

μ2 (t) - 马) 2 _ (立-主 - ~) 
飞 J阳 [ Lm2 m 2 ' 

(州) -X3)2 +牛/(t - 73 ) 一

4
J叶
1
1
·
-
t
t
t
l

斗
l

叶j
l
t
-
-
i
t
f
l
J

川
d
a

--
a
d
j
2
1
1
i
j
l

-

-
t 

lc3(0+1)dl 呐73 (ßd 1 + 乌) 1… li (t ) + 
2 2 J 

(ß~ 1 + c3M2~dl 73 ) -3 2 f1a 1 7~ ) (咄- 72 ) 一 ι)2
2 2 / ' ~ 

令

飞

l~T2 X; ( u ) du +吁叮\户μ ) dμ
则有

V21 ( t ) + V22 ( t ) + V23 ( t ) 运

- l c-fL 一生 ßd 1 ( 1 + 响~]
22m2 2 2 

( X2 ( t ) 一 ι ) 2 一 (立 _ _b2 _ ~) 
~" ~ , \ M 1 2m2 m2 / 

rf ( ß+l ) d , 
( X3 ( t ) - X3 ) 2 一 |lc3-2

C~M，> 7~ ßd 、 内\勺
Jγ_-I -C~M273)Jy~(t) 

令 V2 (t) = V21 (t) + V22 (t) + V23 (t) ， 则由条件

(A9 )一 ( A ll )知 ，存在 B2 > 0 ，使得

民 (t) 呈 一 B2 [ ( X 2 (t) 一马 )2 + 

(句 (t) 一马 )2 +i(t)J 

对上式两边积分得

飞 (t) + B2 J: "，[(中)斗)2 + (句 ( s ) 一马 )2 + 

i (s) ] ds :::::; V2 ( T*) < +∞ 

所以 [ ( X2 ( t ) 一 ι ) 2 + ( χ3 (t ) . 一 马 )2+i ( t )J ε

L1 [ T* , +∞)。又由于 χ2 ( t) ， 何 (t) 和 y( t) 是有界

的，从而引 (t ) 一 ι ，何 (t) - X3 ， y(t) 和土2 (t) 是一致

连续的。由 Barblat's 引理知，

lim ( 句 (t ) 一马 ) 2 = 0 , lim (χ3(t) -X3)2 = 0 , 

lim y2 ( t) = 0 , lim 仇 (t) = 0 

所以

lim X 1 ( t ) = 豆1 , lim X 2 ( t ) = 马，

lim 町( t ) = X3 , lim y ( t ) = 0 

因而模型( 1 )的平衡点 E2 (x[ ， 马，马，0) 是全局吸

引的。定理得证。

定理 5 若模型 ( 1 ) 满足条件 (A 1 ) - (A3 ) 、

(As) 及条件 (A9 )一 (A ll ) ， 则模型( 1 )的平衡

点 E3 (叫人，对，坛 ， y * )是全局吸引的 ， 从而幼年食

饵种群，成年食饵种群，老年食饵种群和捕食者种

群将长期共存，它们的密度将分别趋向于叫中，zJ ，

χ3 ,y 。
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证明 假设 ( χ I ( t ) ，η ( t ) ， 何 ( t ) ， y ( t )) 是模型

( 1 )满足条件 ( 2 ) 的任一解。 由条件 ( As ) 知 ，

模型 ( 1 ) 可改写成
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类似于定理 4 的讨论可知
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