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摘 要：在漂移项系数是非 Lipschitz 并且是非凹的条件下，证明了如下随机微分方程的轨道唯一性： x, = x 十

却σ川w；个（XJ巾，其中 wi, i = 1 ，丸 ，为一串独立的标准布朗运动。
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· · , is an infinite sequence of independent standard Brownian motions, pathwise uniqueness of solutions 

with non-concave and non-Lipschitz drift coefficients is proved. 
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考察方程

xi = x + Lu(XJ dW，十 Lb(XJ ds (1) 

其中 σ ： Rd → Rd ®Rm 和 b:Rd → Rd 为连续函数， W

为布朗运动。众所周知 9 如果 σ 和 b 满足 Lipschitz

条件或者满足局部 Lipschitz 条件和线性增长条件，

则方程 (1 ）具有唯一的强解［ I -2] 0 之后， Watan-

abe 等［盯在方程为一维的情况下在更弱的条件下得

到方程解的轨道唯一性的，即方程系数满足一定意

义下最弱的 Holder 连续性。最近，在方程的系数σ

为常数或 b = 0 的情形下，方程在更弱的条件下具
有解的存在唯一性得到了讨论。当方程的系数均非

常数时，文献［4］中给出了→个解的存在唯一性

的充分条件？之后［ 5］中又做了稍许的推广。

另一方面，根据 Airault-Ren[6J f日 Malliavi1PJ 的

工作，研究中将会碰到如下的非 Lipschitz 系数的无

穷维布朗运动驱动的随机微分方程
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00 .！σ，.（ XJdW：十（XJ ds (2) 

文献［ 8］研究了这类的方程在一般非 Lipschitz 系

数下的解的存在唯一性。之后，在文献［ 9 ］中，

把文献［ 8］的存在唯一性结果推广到系数更为一

般的情形？即

｜ σ（叫一 σ （ y) I ：王 ρ （ lx-yl),

I b(x) - b(y) I~γ （ lx-yl) 

其中 p 为直是上的有界非增的连续函数，且满足：

以0) = 0, f 00 p-2 ( x) dx = oo ， γ 为 R 上的有界非增的

连续凹函数满足： γ （ O ）二 0 和 f"'r-1(x)d户∞。

受到了文献［ 10 J 的启发？在这篇文章中？

我们同样考察方程（2），我们的主要任务是减弱 γ

的限制，即在某种意义下， 113上述的条件中 γ 的凹

性去掉。
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1 基本记号及假设条件

假设 σ； （吟， i = 1,2 ＇…和 b（州为民→ R 的

可测函数。考虑下述的随机微分方程

xi = x + ~ Lσ； ( XJ d w: + L1 b ( XJ ds ( 3 ) 

其中 w; , i = 1 ,2, ...为一串独立的标准的布朗运动

序列。记

σ（ χ）＝（ σI （叫， σ2 （ χ ） ' ... )' 

｜川｜＝（豆州）） ν2
另外假设对所有的必 εR ，有 σ （ x ） ε z2 o 

我们将不加证明地陈述几个无穷维布朗运动的

随机微分方程的性质，若需要证明，请查看文献

[ 8 -9 J 。

引理 1 假设（ F1 ）为由布朗运动 W' ( i 二 1,2'

…）生成的自然流。假设 ff ( i = 1 ,2' ... ）为一

串 F1 可测适应过程。如果对所有的 t ;::: 0 ，有

EL I H ( s ) I 2 ds < oo 

其中 I HI = ( ） ω ；那么随机过程

M1 ：二~ LH;(s ）矶
为连续的 L2 棋。如果对所有的 t 二三 0 ，有

L I H ( s ) I 2 ds < oo 

那么 M为连续的局部棋。如果 G_. ( i = 1 ,2 ，…）为

一族 F1 可测适应过程，且

几＝ ~ Lc;(s ）耐
则 M 和 N 的交互变差过程为

[ M' Nl = ~ L H; ( s) G; ( s) d w: 
我们有下述的 Yamada-Watanabe 定理。

定理 1 方程（ 3 ）有唯一强解当且仅当存在

弱解和轨道唯一性。

若需要了解更多的关于方程（ 3 ）的强解和弱

解？请参看文献［9］。我们还有如下结果［9］。

命题 1 方程（ 3 ）存在一弱解如果 σ 和 b 为

有界连续函数。

2 主要结果

2 假设 γεc1cco,1 ］）为严格正的函数

并且满足

sγ ／（ s) 
liminf y ( s) > 0 , liminf 江山＞－ 1 (4) 

s->O γ （ s) 

并且对任意的 α ＞ 0 ，满足

(a ds 
L 司石了二十∞

对 lx-yl<l ，假设

I b （对－ b(y) I ：王 clχ － y Iγ （ lx-yl) 

我们假设严格正函数p 满足
r+oo ds 
I 一一τ 二十∞ (5) 

Jo p( s) “ 

另外假设，对所有的元，yER ，有

｜ σ（叫一 σ （ y) I ：：：：：； ρ （ lx-yl) 

则方程 (1 ）具有轨道唯一性。

证明根据（ 5）式，我们可以由尸l 」飞
J a1,- P〔叫－

= k 定义一个单调递减的序列 α1 ,a2, ·· ·， αk 满足：

当 k→∞时，有 αk →0 。取连续函数序列λ（川， k

= 1,2 ＇…，使得其支撑包含在（ αk ， αk 1 ），并且满

足 0 ：：：：：；儿（叫作（ u) 2 lk 和（－1f,,_(u)du = 1 0 令

E』（ μ）：二 LI 飞，Id f,,‘( u 

因此对每一个 k 罗我们有 gk 巳 c2 （良） , I g'1. （ χ ） | 

:::::; 1 ，且当 k →∞，有 g,,_ (x）单调上升到｜川。

假设

… I sy ( s) \ liminfγ （ s) ( 1 + liminf 旦旦L)
J 飞 s→0γ （ s) J 

事实上？在（ 4 ）式中，以 Nγ 代替 γ9 对足够大

的 N>O 。那么就有

I sγ （ s) \ liminf( sγ （ s) ) ' = liminfγ （ s) ( l 十 liminf 旦旦L)
→o 飞－＇ >0γ （ s) J 

<\
飞

伊δ （ s) : = C du 和
Jo uy ( u ） 十 8

φ0 ( s) : = exp （ ψ0(s)) ,o > O,s ε （ 0 ,1 J 

则有

中 β （ s)
中 I/) ( S ） 二。
δsγ（ s) + o' 

(6) 

φδ （ s) (1 一（ sγ （ s))')
cp"/)(s）二，sε （ 0'1 J 

0 ( sγ （ s)+o)? 

根据（ 6）式，可得到存在 εε （ O 'I) 使得当 0 < s 

< B 时，有 Cl;>110(s) :::::; 0 。

假设主，毛为方程（ I) 的两个强解。则有

z／ ：二 xi 一旦二川I （ σ；（ Xs ）一叫））矶十
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Lt ( b(XJ 一川） ) ds 

根据 Ito 公式，可以得到

R；＇ ：二 gk(Z1) = 

Lgk' (Zs) （川J 一时 r.>) dw.: + 

f17g/(ZJ (b(XJ - b （ 飞） ) ds + 

过Lg/'( Zs) （川） - u; ( YJ ) 2 ds 

令 T = inf l t > 0 ' I zt I 二三剖，则有

R 
φ
 

A

川
If
--

A 
∞
立十

R 
φ
 

A
川

R 
φ
 

gk 

r\T ct> ＇ δ g／（阳叭）一川） ds 十

过 L八岳飞（ R;·)g/'( ）（矶（ XJ一 σ； ( YJ) 2ds 十

？去 LAT中118 ( R;·) glr 1 (Zs) 2 （ σ；（ Xs ） 一时 YJ) 2ds 

对上式两边同时取期望，得到

E( cf>o(R'.'AT)) = 1 叫：飞’o ( R:) gk 1 (Zs) 

I b(XJ - b （ 飞） I 出）十 l_E （ 史 LI 八 T叭（ R~· ） 
2 ~Jc 

g/'(Zs) （ σ；（ XJ 一 σ； ( YJ ) 2 ds ) ::::; 1 十

E( LATφ10(R;)g/(ZJ I 叫）－ b(YJI 出）＋

；吨 LAT ct> ＇ δ （ R;) f 1cα ／，.， ak-l) (Zs) ds) 

其中第－个不等式是因为当 0< s< s 时中川 s)::::; 0 

和随机积分项的积分为 0。令 k →∞，则有

E（ φδ （ 1 Z1 AT 1 ) ) ::s I + 

E( LATφ10( I Zs I ) I 创汇） - b （ 飞）｜出）运

EU φ
 

T A

川
flllm 

／
，1
、
、

E C 
十

唱
E
I I ) I Zs Iγ（｜ I ) ds) ::::; 

1 十 cf 八T

根据 Gror all 不等式’对每一个 δ ＞ 0 罗可以得到

E（ φδ （ I zt AT I ) ) ::::; exp ( ct) 

令 δ→0 ，则对每一个给定的 t ，有

I Z1 八 T I = 0α. s. 

如果有 P( T ＜十 00) > 0 ，贝。对某个 T足够大，就

会有 P( T < T) > 0 。根据上式，几乎处处对所有
的 tεQ n [O ，町，有 1 z1AT 1 = o 。因此在集合

l T 运 Ti 上，有 IZl=O ，这就与 T 的定义矛盾。

因此几乎处处有 T ＝十∞并且对任意给定的 t ，几

乎处处有 I Z1 I = 0 。根据的轨道的连续性，命题

得证。

根据命题 1 ，我们有下面的推论。

推论 1 假设 σ 和 b 为有界连续函数并且满足

上述定理的条件。则方程（ 3 ）具有唯一强解。
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