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摘 要：考虑一类积分算子特征值问题的多尺度 Galerkin 逼近格式，给出了相应的截断策略，大大减少了计算

，证明了收敛阶和计算复杂度达到几乎最优。
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Abstract: A fast multiscale Galerkin method for solving eigenvalue problem of compact integral operator 

with symmetrical and smooth kernel is developed. Through corresponding truncation strategy, it is proved 

that the order of convergence and the computational complexity are both almost optimal. 
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设 E：二［ 0' 1 J ，记 X: = L2 （町，算子 K:X→

X定义如下

Ku ( t ) : = fo1 K ( t , s ) u ( s ) ds , t E E 

其中 K(t,s) :E × E → R 是一个光滑对称核？即

K(t,s ） ε C1r ( E >< E) , K ( t, s ）二 K(s,t)

于是， K为 X上的自共辄紧算子 K参看［ 1 ］）。考

虑 K的特征值问题：

Ku( t) ＝ λ u(t) (1) 

其中数 λ 和向量 με X,u=/=O 是待求的特征值和相

应的特征向量。特征值问题具有广泛的实际应用背

，在结构力学、工程设计、计算物理等诸多学科

和技术领域都会遇到特征值问题。设计一个有效的

求解特征值问题的算法，对科学计算和工程应用都
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有着巨大的意义。目前数值求解 (1 ）的主要数值

方法有：有限元方法、 （迭代） Galer怕1 方法、配

置法、退化核方法以及外推法等等 9 参看文献［ 2

-8 J 。本文运用多尺度 Galerkin 方法来近似求解

( 1 ）的特征值？由于所用的多尺度正交小波基底具

有消失矩和紧支集（参看［ 9-11 ］），使得离散所

得矩阵数值稀疏（绝大部分元素小的可以忽略不

计）？从而可以实现矩阵压缩？快速得到系数矩阵

稀疏的线性方程组？为后面矩阵特征值的求解提供

极大的方便。

1 多尺度 格式

设凡是 L1 ( E ） 上的一个有限维子空间？则求
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(5) 从而矩阵民被压缩成新的稀疏矩阵 1\,: = 

[l(’,; J;’,; EZfl+l O 用矩阵 Jen 代替方程（ 5 ）中的 K,
得到新的线性方程组

(lcn-XllEJCn=O (9) 

其中 L是 Jen 的特征值， C 是 ］（ 的特征向量。利用

矩阵 J(n ，可以定义一个线性积分算子 K,,:X＂ →

孔，其核函数为

Jen ( t ,S) : ＝立 Lb，’，川

解（ 1 ）的 Galerkin 方法为：求数 λn 和向量 Un ε

xn ,ull 并 0 ，使得

(Kun ,v) ＝ λ n （叫， ν ） Vvε xn (2) 

其中卜，＠）表示空间 L2(E ） 上的内积。

设μ 二三 2 是一正整数 9 我们取x＂ 为以 j/µn ,j 一

lε zµ＂－＇ 为节点次数小于 k 的分片多项式空间，其

中 ZN: = 10,1 ,…,N - l f ，显然 dim(XJ = kµn , 

x" c x＂＋＇ ，从而 x＂ 可以写成 xn一l 与其在 xn 中的正
交补空间 wn 的直和。记 w( i ） 为空间 W； 的维数。

按照文献［9 一 11 J 的构造方法，我们得到 xn 的一

组具有 k 阶消失矩和紧支集的多尺度正交小波基

1 W; ,j : ( i ,j) E Un i ，其中 u＂ ：二 1 ( i ,j) : i ε Zn+I ’ 

jε zw(i)f 。利用多尺度小波基，可以将（ 2）的特

征向量表示成

u＂ 工艺～W;,j (3) 

其中 C;,j 是待求系数。将上式代人方程（2）中？得

到多尺度 Galerkin 格式：

气／ w;',1，，品i,j) ＝ λ ＂ L (w;',j' ，~饵，） ( 4) 

定义

K": = [ （饵，，j' ,Ki叭，） J (i’,j') ' ( i ,j) E 凡 9

: = [ ( w i' ,j' 'w; ,j ) J ( i' ,j') ' (; ,j ） ε u,,' 
C11: = [c;J:(i 罗j ） 巳 U

于是方程（4）可导出如下线性方程组

(Kn 一 λ 11E11)C11 = 0 

2 矩阵压缩算法

记 l(·,j'

W;,j 和 W;',j，自包支集，我们估计矩阵 K＂ 中元素的大

小。

言！理 1 存在正常数 c > 0 ，使得

I K；’山 i,j I ：王 cµ -(k+ ÷) (i+i’) (6) 

证明设 s。和 to 分别是 ｛，j 和 I' ，’，j，之中点。将

K( t ,s ） 在 t = t0 ,s = s。处作泰勒展开：

( t - t0 ) k ( s - s0 ) k 
K(t,s)= p(t,s)+ q(t,s)+ r(t,s) 

k!k! 

其中 p( t' . ）和 q( s' . ）分别表示 t 和 s 的次数低于

k 的多项式，

r(t,s) = L'L'Kk,k(t0 ＋。ο － to) 'So 叶（ S - s0) ) 

(1 - e ） 卜I (1 - ｛）＇） 卜 I d{)d{)' 

其中 0 < ()' < 1 '0 < () < 1. 由于 K(t,s) E 

cir c [ o, 1 J ×［ 0,1 ］），则存在 M > 0 使

max；：~~川，，） I Kc1c,1r) (t,s) I < M 

注意到矶，j 和饵，，f具有 k 阶消失矩，从而

｜ ι川＝ I L'L1K(t,s)w;)s ） 饵， ，j' ( t ）削 I:::::;

过玩 ＇ L川s) ( s - s0 ) k ds I 

It ./ w ;' J' ( t) ( t - t0 ) /c dt I :::::; 
~[f/' - so)"ds]1U.,,(t - t0)"dt]+"" 

且／审， I . I 

τ二二－u ";I J., Iτu-"i I I'.,,, Iτ = 
kL. k 'k ,. ,j I j 

一旦二一（ k寸）（巾’）．二 I'll -(k寸） (i+i') 

k2k !k ！俨~，.，.，，

引理得证。

上述引理表明，当 i + i ＇ 比较大时，矩阵元素

尺， ，j' ;i ,j 的绝对值非常小，这使得我们可以采用相应

的截断策略。为此，我们将矩阵K 按以下方式分块

Kn: = [K;’,;] l’, iEZ 1 

其中 K；’，； = [K川i,jJj'EZw(i’） ,jEZw(i) o 对块矩阵K；’， i 我
们给出如下压缩策略，并将压缩而产生的新的块矩

阵记为

·＇；二［ ［（川人j Jj' EZw(i’) ,jEZw(i) 

其中

" = r(, ,; ' i + i' "" n 

0 , otherwise 
(8) 

其中 b;' ,j';i,j 表示矩阵 l<Tl 的元素。由截断策略及核函

数的定义，易知 X：是自共辄紧线性算子。于是求解

(1 ）的 Galerkin 压缩格式为：求 x＂与 un = 

使ω
 

~pb 

u 

(K,，一九J) u11 = o ( 10) 

对于（ 10）的离散形式（ 9）＇我们指出矩阵 Jen 并

不是在计算完瓦的每个元素之后作截断来获得，

而是根据我们的截断策略（ 8 ），判断 Kn 中哪些元

素不需要计算（直接赋值为 0）＇将需要计算的元

素计算出来而获得 lei! o 对于 Galerkin 方法而言？

这大大减少了计算积分的次数，从而大大减少了计
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算量，实现快速计算。在接下来的这一节，我们将

证明在截断策略（ 8）下，压缩格式（ 10 ）可以获
得几乎最优收敛阶和几乎线性的计算复杂度。

3 压缩格式的收敛性和复杂性分析

同理

于是

引理 2 存在一个与 n无关的常数 c>O ，使得

llK,.’,; II 2 ~ cµ斗（ i+i’） ( 11) 

证明注意到 w( i）～ µi,w(i ＇） ～ µ，＇’有

II Ki',i ｜｜∞二 j 出~＇）jEti) I K;',j';i,j I ~ 

w( i) c ＇µ 一（ Ir什）（ i抖’）运 C1fL 一（ Ir ＋÷）（ i村’） +1 

llK,.,,,. II 1 三三 CzfL 一（ Ir寸） (i+i') +i ’ 

llK,.’, i II 2 ~ ( II Ki ’,,. II ＂＇。｜｜尺，，i II 1 ） τ4 

(CI Cz ）弘－lr(i+i ’）

记 c = (c1c2 ） τ ，即得引理结论。

引理 3 设 pn是 X→ X，， 的正交投影算子，算

子 K,, ,K,， 如前文所定义？则存在一个与 n 无关的常

数 c > 0 ＇对任意的 uε L2 (E）有

11 CK,,- K,,)P,,u 11 运 cµ-nk「

其中 s( n) = dimX,, = kµ" 0 

证明对任意 u,v E三 L2 [ 0, 1 ］罗有

(Kn… K,,) P,, u, v) =( ( (Kn - K,, ) P,, u, P,, v ）二

((Kn …瓦） (P，.一 pi一 l )u,(P,., -P ,., …i)v) 

( (K,.’,J';i,J -K,"J＇；；） 矶，川’，l’
。， i') EZ,,+JiE Z叫 i)i’ E Zw(i) 

其中 P I: = 0 。由 Cauchy … Schwarz 不等式可得

I ( (K,, - Kn)P,,u,v) I~ I II I(,. ’, i - k ,. ’,,. II 2 · 

II C P,. - P,. 一 I ) u II II ( P,.’一 P,.._1)v II 

注意到 P,， 为正交投影，由引理 2 和截断策略（ 8)

可知

I( CK,, - Kn)P,,u,v) I~ II K,.,,. -K,.’,,. II 2 · 

因为

II (P,. - P,._1 )u II II (P,., - Pι1 )v II ~ 

c＇飞＞µ－Ir（巾’） 11u11 11v11 

μ…lr(i+1’）： 一＇＂
, 
' 

了ι丁（ n + 1 )µ,-"" 三三 c气 log s ( n) ) µ,-rzlr 
i 一 μ

记 c = c'c＂，于是

｜（（反－~）汽u,v) I 

II CK,, - ~ )P,，叫｜＝
VE币~·~6 11 v II 

cµ,-""log(s(n)) llulJ 

引理获证。

接下来对自共辄紧算子 K,, - K,， 进行估计。因

为

从而

I (( K,, - K,,) u, u) I =I （（托－ Kn)P月， u)I~

II ( K,, - Kn) P，，叫 I II u II 

II K,, - K,, II= UE~~苦， I] ( (K,, - Kn)u,u) I = 

E~捕， lJI ( ( Kn - K，，） 只， u,u) I= cµ …""log ( s ( n) ) 

于是我们可以得到以下结论

定理 1 存在一个与 n无关的常数c>O ，使得

II Kn 一瓦｜｜：王 cµ,-"1rlog(s(n)) (12) 

下面这个引理将在特征值误差估计中被用到，是一

个很有用的结论（参看［ 1 ］）。

引理 4 设 K1 和 2毛都是 Hilbert 空间 X到 X 的

自共辄紧线性算子，算子 k =K1 十尾， K1 ,1毛的第

n 个正特征值（单调下降排列）分别为 λ；， λ~＇＇

λ；＇ ＇第 n 个负特征值（单调上升排列）分别为

λ ；， λ~＇＇ λ马，则

| λ ； 一 λ ：＇ I 三三 max （ λ；I' 一川） 之 II Ki II 

( 13) 

2 设自共扼紧线性算子K和轧的第j个

正特征值（按单调下降排列）分别为厅，川，第 j

个负特征值（按单调上升排列）分别为 λ）~ 'x斗，若

特征向最 u εH＂（町，则存在与几无关的常数 c >0, 

使得

｜元；… λ／ 1 运 cµ -lrnlog( s （叫） (14) 

证明白引理4 有

｜元；一 λ／ 1 运｜元；一 λ ：｜＋｜ λ ；一 λ／ 1 运

II K,, - K,, II + II K 一托｜｜

此处， λ；是在的特征值。由于

II K - Kn II = II K - P,,K II = 

11~~~1 I ( (K - P,,K） 凯 u) I ~ II ( K - P,, K) u II 

因为 u EH气凹，凡为正交投影， K为紧算子，从而

II (K 一乓K)u II ：王 c'µ-lrn II u II Hk: = c"µ …Im 

于是

｜川一对｜运c1µ,-'mlog(s(n ））＋牛 Im ~cµ /mlog( s( n )) 

定理得证。
下面我们讨论压缩格式的计算复杂度。记

A,,: = K，， 一 λ nEn ,A;’,.: = K，. ’ i 一 λ ，， E,".i ,i' ,i E zn+I 
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其中

E，’， i 二［ ( wi’，j，，饵，j) Jj' EZzu(i＇）严 Zw(i)
我们用 N（礼）和 N(KJ 分别表示矩阵礼和 k，， 中

非零元素的个数，以之来衡量算法的计算复杂度。

定理 3 存在两个与 n元关的常数 c1 > Q ,c2 > 
0 ，使得

N( K,,) 三三 c1µ"log(s(n)) 

从而

N（λn) 三三 c2µ" log ( s ( n) ) 

证明 Jell 的矩阵块 k.,,i 的元素个数为 w(i') >< 

w( i ） 。注意到

w( i ) ~ µ1, w( i') ~ µi 

从而，存在与 n 无关的常数 c' > 0 ，使得
w( i ') × w(i) :::::; cν＋i 

记 N(k；，） 表示矩阵块豆，的非零元素个数，则有

N(K,,) = .~ N(l(,) :::::; 

简单计算可得

c＇µ山’ 三三 c μ 

c' Yµ' 2-,µi' = ~（几十 1 ）µ＂＋！ 一
µ - l 

午ι：王 c1µ"1制 s ( n) ) 
1 一 μ

μ 

注意到 E，， 是单位矩阵 9 所以 A E 最多有 n 个非零

元素。因此

N（λ，，） :::::; N(K,,) ÷ n 三三 c2µ"log( s ( n)) 

定理得证。

4 数值算例

考虑如下积分算子的最大特征值逼近

(Ki州） = Ll 旷1 u( s) ds 

取µ = 2 ＇并令X，， 为分片线性多项式空间（ k= 2) ' 

则 dimW1 = dimX。＝ 2 ，构造X。的基底为： Woo: = 

l ；印01: = ,/3(2t 一 1) ,t E [0,1 ］。

w1 的基底为：

f 1 一仇， tε ［ o,f J 
W10: = < 

ls -6t, t ε （ f ,1 J' 

r J3o _ 4t) , t ε ［ o,f J 
W11: = < 

l $( 4t 一句， t E cf ,lJ 

当 n 二三 1 时， W，， 的基底可以通过 WI 的基底来递推

生成，详细构造过程可参看文［ 9 11 J 。我们采用前

面介绍的压缩策略？利用 Galerkin 压缩格式 (10)

进行数值求解 9 所得的数值结果见表 1 ，其中 n 表

示层数， λ 为算子 K的最大特征值，由于原问题没

有真解，我们用 12 层的 Galerkin 有限元方法获得

的近似解作为真解，用于数值比较。 λI 为叉的最大

特征值， Conv. Rate~收敛阶，用 logz 11 ~…i~ll 
来计算， Comp. Rate 是压缩率，即矩阵中的非零元

素的个数与矩阵总元素个数之比。

。
俨
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图 1 采用截断策略需要计算的矩阵元素 （ n 二 10)

Fig 1 The elements need to be calculated 

via tmncation strategy with n 二 10

表 1 多尺度 Galerkin 方法的数值结果

Table 1 Numerical results of multiscale Galer妇

n I A11 一 λ ｜ Conv. Rate Comp. Rate 

2 2. 174e-05 1.000 

3 1. 385e-06 3. 972 3 0. 750 

4 8. 732e-08 3. 987 8 0.500 

5 5. 489e-09 3. 991 7 0.312 

6 3. 447e-10 3. 992 7 0. 187 

7 2. 165e-11 3. 992 6 0. 109 

8 1. 359e-12 3. 993 5 0. 062 5 

9 8.992e “ 14 3. 918 4 0. 035 1 

10 9. 992e-15 3. 169 6 0. 019 5 

从表 1 可以看出，多尺度 Galerkin 压缩格式的

特征值的收敛阶（接近的已经超过了理论阶（接

近 2），出现这种情况可能是由于核函数足够光滑。

此外？矩阵压缩程度随层数的增加而增大（压缩率

减小），即层数越大罗压缩格式节省的计算量越多

（图 1 阴影部分显示了几＝ 10 时 ＇ k，， 中需要计算的

非零元素？可以看到非零元素个数非常少）。

（下转第 34 页）



34 中山大学学报（自然科学版） 第 50 卷

段，有望推广应用于单品、薄膜等其它铁电样品？

发展成为一种描述极化疲劳效应的有力于段。
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