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关于一类高阶齐次线性微分方程解的增长性
*

金 瑾
( 毕节学院数学系，贵州 毕节 551700)

摘 要: 研究了高阶线性齐次微分方程
f( k) + Ak－1 ( z) Pk－1 ( e

z ) f' + … + A1 ( z) P1 ( e
z ) f' + A0 ( z) P0 ( e

z ) f = 0

解的增长性，其中 Aj ( z)  0( j = 0，1，…，k － 1) 是整函数，Pj ( e
z ) ( j = 0，1，…，k － 1) 是 ez 的非常数多项式，它

们的常数项都为零，且次数不相等。证明了该微分方程的每一个非零解有无穷级。
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On the Growth of Solutions of Higher Order Homogeneous
Linear Differential Equations

JIN Jin
( Mathematics Department，Bijie University，Bijie 551700，China)

Abstract: The growth of solutions of higher order homogeneous linear differential equation
f( k) + Ak－1 ( z) Pk－1 ( e

z ) f' + … + A1 ( z) P1 ( e
z ) f' + A0 ( z) P0 ( e

z ) f = 0
is investigated，where Aj ( z)  0( j = 0，1，…，k － 1) are entire functions，Pj ( e

z ) ( j = 0，1，…，k － 1)
are nonconstant polynomials of ez without constant term，and deg P( z) is not equal to deg Q( z) ． It is
showed that the order of growth of each nonzero solution of the above equations is infinite．
Key words: linear differential equations; entire function; order of growth

本文采用 Nevanlinna 值分布理论的标准记
号［1 － 27］，用 σ( f) 表示亚纯函数 f( z) 的增长级。
设二阶线性微分方程

f″ + A1 ( z) e
a1z f' + A0 ( z) e

a0z f = 0 ( 1)
其中 Aj ( z) 0( j = 0，1) 是整函数，且 σ( Aj ) ＜ 1，
aj∈C － { 0} ( j = 0，1) 。陈宗煊［1］研究了微分方程
( 1) 的解的增长性问题，大大推广和完善了
Frei［2］，Ozawa［3 － 4］，Gundersen［5］，Langley ［6］关于
二阶线性微分方程 f″ + e －z f' + Q( z) f = 0 ( 其中
Q( z) 为有限级整函数) 解的增长性的结果。
本文主要研究了高阶线性复微分方程

f( k) + Ak－1 ( z) Pk－1 ( e
z ) f' + … + A1 ( z) P1 ( e

z ) f' +
A0 ( z) P0 ( e

z ) f = 0 ( 2)

的解 f( z) 的增长性。得到了下述结论。

定理 1 设 Aj ( z)  0 是整函数，σ( Aj ) ＜ 1 ，

Pj ( e
z ) = am1

emjz + amj－1e
( mj－1) z + … + a1e

z ，( j = 0，

1，…，k － 1) 其中 amj
( j = 0，1，…，k － 1) 为非零常

数，mj 为正整数，且 m0 ＞ mj ( j = 1，2，…，k － 1) ，

则微分方程 ( 2) 的所有非零解 f( z) 具有无穷级。

1 若干引理

注 1 假设 P( ez ) = ame
mz + an－1e

( m－1) z + … +

a2e
2z + a1e

z ，aj ( j = 1，2，…，m) 是非零常数，m 是
正整数，由定义得到

P( ez ) = am emrcosθ ( 1 + o( 1) ) ，
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argz = θ∈ － π2 ，
π[ ]2
，r→( )∞ ;

P( ez ) = Mercosθ， argz =θ∈ π
2 ，

3π[ ]2
，r→( )∞ ;

P( ez ) = M， argz = θ∈ π
2 ，

3π{ }( )2
其中 M为正常数。
引理 1［1］ 假设 p( z) = ( α + βi) zn +…( α，β∈

R，α + β ≠ 0) 是多项式且 degp = n≥ 1 。A( z)

 0 是整函数，且 σ( A) ＜ n。令 g( z) = A( z) ep( z) ，

z = reiθ ，δ( p，θ) =αcosnθ － βsinnθ。则对ε ＞ 0 ，
存在线性测度为零的集合 H1 ［0，2π) ，使得对
θ∈［0，2π) － ( H1∪H2 ) ，存在 R ＞ 1 ，对所有
z = r ＞ R有
( i) 如果 δ( p，θ) ＞ 0 ，则
exp{ ( 1 － ε) δ( p，θ) rn} ＜ | g( reiθ ) | ＜

exp{ ( 1 + ε) δ( p，θ) rn} ( 3)
( ii) 如果 δ( p，θ) ＜ 0 ，则
exp{ ( 1 + ε) δ( p，θ) rn} ＜ g( reiθ ) ＜

exp{ ( 1 － ε) δ( p，θ) rn} ( 4)
其中 H2 = { θ∈［0，2π) ; δ( p，θ) = 0} 是有限集。
由引理 1 和注 1 容易得到下面的引理 2。
引理 2 假设 P( ez ) = ame

mz + an－1e
( m－1) z +… +

a2e
2z + a1e

z ，aj ( j = 1，2，…，m) 是非零常数，m 是
正整数，A( z) (  0) 是整函数，σ( A) ＜ 1 。令
g( z) = A( z) P( ez ) ，z = reiθ 。那么对ε ＞ 0 ，存

在集合 H1  － p
2 ，

3p[ ]2
，其线测度为零，满足对

任意 θ∈ － π2 ，
3π[ ]2

－ ( H1 ∪ H2 ) ，存在常数 R ＞

0 ，使得对 z = r ＞ R有
( i) 如果 cosθ ＞ 0 ，则

exp{ ( 1 － ε) mrcosθ} 1 + o( 1( )) ＜ g( reiθ ) ＜
exp{ ( 1 + ε) mrcosθ) } ( 1 + o( 1) ) ( 5)
( ii) 如果 cosθ ＜ 0 ，则

g( reiθ ) ＜ Rexp{ rcosθ + rσ( A) +ε} ( 6)

其中 H2 = － π2 ，
π{ }2
是有限集。

引理 3［7］ 设 f( z) 是整函数， f( k) ( z) 在射线
argz = θ 上是无界的，则存在一无界数列 zn =
rne

iθ ( n = 1，2，…) ( 其中 n→∞ 时，rn→∞ ) 满足

lim
n→∞

f( k) ( zn ) =∞ 和
f( j) ( zn )
f( k) ( zn )

≤ zn
k－j ( 1 + o( 1) ) ，

( j = 0，1，2，…，k － 1) ( 7)
引理 4［8］ 设 f( z) 是超越亚纯函数且 σ( f) =

σ ＜ +∞，H = { ( k1，j1 ) ( k2，j2 ) ，…，( kq，jq ) } 是不同
的整数对的有限集合，满足 ki ＞ ji ≥ 0( i = 1，2，
…，q) ． 假设 ε ＞ 0 是任意给定的常数，则存在一
集合 E［0，2π) ，其线性测度为零，使得如果 φ
∈［0，2π) － E，则存在常数 R0 = R0 ( φ) ＞ 1 ，对
满足 argz = φ及 z ≥ R0 的 z，所有 ( k，j) ∈ H有

f( k) ( z)
f( j) ( z)

≤ z ( k－j) ( σ－1+ε) ( 8)

注 2 显然在引理 4 中，如果 φ ∈［0，2π) － E 由 φ

∈ － π2 ，
3π[ ]2

－ E来替代那么 ( 8) 式仍然成立。

引理 5［9］ 假设 f( z) 是整函数，且 σ( f) = σ
＜ + ∞ ，存在一集合 E［0，2π) ，其线性测度为
零，满足对任意射线 argz = θ0 ∈［0，2π) － E，

f( reiθ0 ) ≤Mrk 。其中 M = M( θ0 ) ＞ 0是一常数，
k ＞ 0 是与 θ0 无关的常数。则 f( z) 是一多项式且
degf≤ k。

2 定理 1 的证明
证明 设 f( z) 是方程 ( 2) 的任意超越解，且

σ( f) = σ ＜ + ∞ ，令 a = max{ mj} ( j = 1，2，…，k
－ 1) 。b = m0 ，则 a ＜ b。由已知和引理 4 及注 2
可知，对ε ＞ 0 ，满足

0 ＜ 2ε ＜ b － a
a + b ( 9)

存在子集 E1 ［－
π
2 ，

3π
2 ) ，且 E1 的线测度为零，

满足如果 θ∈［－ π2 ，
3π
2 ) － E1 。则存在常数 R0 =

R0 ( θ) ＞ 1 ，使得对所有满足 argz = θ和 z = r ＞
R0 的 z，有

f( k) ( reiθ )
f'( reiθ )

≤ r ( k－j) ( σ－1+ε) ( j = 0，1，…，k － 1)

由引理 2 知，对上述的 ε，存在具有线测度为零的

集合 H1［－
π
2 ，

3π
2 ) ，θ∈［－ π2 ，

3π
2 ) － ( H1∪

H2 ) H2 = － π2 ，
3π{ }2( )是有限集 ，存在 R1 ＞ 0 ，

使得对 z = r ＞ R1 的 z，有
( i) 如果 cosθ ＜ 0 ，则
Aj ( re

iθ ) Pj ( re
iθ ) ≤ Mexp{ rcosθ + rσ' +ε}
( j = 1，2，…，k － 1) ( 10)

A0 ( re
iθ ) P0 ( re

iθ ) ≤ Mexp{ rcosθ + rσ' +ε} ( 11)
( ii) 如果 cosθ ＞ 0 ，则
Aj ( re

iθ ) Pj ( re
iθ ) ＜ exp{ ( 1 + ε) brcosθ}·

( 1 + o( 1) ) ( j = 2，…，k － 1) ( 12)
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A0 ( re
iθ ) P0 ( re

iθ ) ≥
exp{ ( 1 － ε) arcosθ} ( 1 + o( 1) ) ( 13)

其中M ＞ 0为常数，σ' = max{ σ( Aj ) } ( j = 0，1，…，
k － 1) 。

取 θ∈ － π2 ，
3π[ ]2

－ ( E1∪H1∪H2 ) ( E1∪H1

∪ H2的线测度为零) ，则 θ满足 cosθ ＜ 0或 cosθ ＞
0 ，分两种情形证明。
情形 1 cosθ ＜ 0 。由方程 ( 2) 得到

1 ≤ Ak－1 ( z) Pk－1 ( e
z )

f( k－1) ( z)
f( k) ( z)

+ … +

A1 ( z) P1 ( z)
f'( z)
f( k) ( z)

+ A0 ( z) P0 ( z)
f( z)

f( k) ( z)
( 14)

如果 f( k) ( reiθ ) 在射线 argz = θ 上是无界的，则
由引理 3 存在无穷点列 { zq = rqe

iθ} ，其中 rq → ∞
满足

f( rqe
iθ )

f( k) ( rqe
iθ )
≤ rkq ( 1 + o( 1) ) ，

f'( rqe
iθ )

f( k) ( rqe
iθ )
≤ rk－1q ( 1 + o( 1) ) ，… ，

f( k－1) ( rqe
iθ )

f( k) ( rqe
iθ )

≤ rk－1q ( 1 + o( 1) ) ( 15)

将 ( 10) 式、 ( 11 ) 式及 ( 15 ) 式代入 ( 14 ) 式
得到: 当 rq → ∞ 时，

1 ≤ Mexp{ rqcosθ + rσ' + ε
q } r

k
q ( 1 + o( 1) ) +

Mexp{ rqcosθ + rσ' + ε
q } r

k－1
q ( 1 + o( 1) ) +

… + Mexp{ rqcosθ + rσ' + ε
q } r

2
q ( 1 + o( 1) ) +

Mexp{ rqcosθ + rσ' + ε
q } rq ( 1 + o( 1) ) =

Mexp{ rqcosθ + rσ' + ε
q }

rq ( 1 － rq )
k

1 － rq
·

( 1 + o( 1) ) → 0
这是一个矛盾。所以

f( k) ( reiθ ) ≤ M1 ( 16)
在射线 argz = θ上成立，其中 M1 ＞ 0 是常数。取
积分路线 Γ = s: args = θ，0 ≤ s ≤{ }z ，由
( 16) 式和

f( k－1) ( z) = f( k－1) ( 0) + ∫
z

0
f( k) ( s) ds

得到 f( k－1) ( z) ≤ M2 z
其中 M2 ＞ 0 是常数。类似地由

f( k－2) ( z) = f( k－2) ( 0) + ∫
z

0
f( k－1) ( s) ds，

………………………………………

f'( z) = f'( 0) + ∫
z

0
f″( s) ds，

f( z) = f( 0) + ∫
z

0
f'( s) ds

得到 f( z) ≤ M3 z k

其中 M3 ＞ 0 是常数。
情形 2 cosθ ＞ 0 。由方程 ( 2) 得到

A0 ( z) P0 ( e
z ) ≤

f( k) ( z)
f( z)

+ Ak－1 ( z) Pk－1 ( e
z )

f( k－1) ( z)
f( z)

+ … +

A1 ( z) P1 ( e
z )

f'( z)
f( z)

( 17)

如果 f'( reiθ ) 在射线 argz = θ上是无界的，则由
引理 4 存在无穷点列 { zt = rte

iθ} ，其中 rt→∞ 满足
f( k) ( rte

iθ )

f( rte
iθ )

≤ rk( σ－1+ε)
t ，

f( k－1) ( rte
iθ )

f( rte
iθ )

≤

r( k－1) ( σ－1+ε)
t ，…， f'( rte

iθ )

f( rte
iθ )
≤ r( σ－1+ε)

t ( 18)

将 ( 12) 式、 ( 13 ) 式及 ( 18 ) 式代入 ( 17 ) 式
得到: 当 rt → ∞ 时，

exp ( 1 － ε) artcos{ }θ ( 1 + o( 1) ) ≤

A1 ( rte
iθ ) P( erteiθ ) ≤ rk( σ－1+ε)

t +

r( k－1) ( σ－1+ε)
t exp{ ( 1 + ε) brtcosθ} ( 1 + o( 1) ) +

r( k－2) ( σ－1+ε)
t exp{ ( 1 + ε) brtcosθ} ( 1 + o( 1) ) + … +

r( σ－1+ε)
t exp{ ( 1 + ε) brtcosθ} ( 1 + o( 1) ) ≤

krk( σ－1+ε)
t exp{ ( 1 + ε) brtcosθ} ( 1 + o( 1) ) ( 19)
由 ( 9) 式和 ( 19) 式得到

exp{ ( a + b) rtεcosθ} ≤ krk( σ－1+ε)
t ( 1 + o( 1) )

( 20)
由于 cosθ ＞ 0 ，可知当 rt→∞ 时，( 20) 矛盾。所
以在射线 argz = θ上

f'( rte
iθ ) ≤ M0 ( 21)

成立，其中 M0 ＞ 0 是常数。取积分路线 Γ =
s: args = θ，0 ≤ s ≤{ }z ，由 ( 21) 式和

f( z) = f( 0) + ∫
z

0
f'( s) ds

可得 f( z) ≤ M0 z 。

由上述情形 1 和情形 2 可知，在射线 argz = θ
上有 f( z) ≤ G z k 成立，其中 G ＞ 0 是常数。

以上证明了在射线 argz = θ ∈［－ π2 ，
3π
2 ) －

( E1 ∪ H1 ∪ H2 ) 上有 f( z) ≤ G z k 。由于 E1 ∪
H1 ∪ H2 的线测度为零，由引理 5 可知 f( z) 是多项
式，这与 f( z) 是超越函数矛盾。所以 σ( f) = ∞。
下面证明方程( 2 ) 不可能有非常数多项式解。

假设 f( z) 是方程( 2 ) 的非常数多项式解，取射线
argz = θ满足 cosθ ＞ 0 ，由引理 2 和方程( 2) 得到
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对任给的 ε 0 ＜ 2ε ＜ b － a( )a + b
，当 r充分大时有

exp{ ( 1 － ε) arcosθ} rn ( 1 + o( 1) ) ≤
A0 ( re

iθ ) P0 ( e
reiθ ) f( reiθ ) ≤

f( k) ( reiθ ) + Ak－1 ( re
iθ ) Pk－1 ( e

reiθ ) f( k－1 ( reiθ ) +

… + A1 ( re
iθ ) P1 ( e

reiθ ) f'( reiθ ) ≤

rknexp{ ( 1 + ε) brcosθ} rn ( 1 + o( 1) )

即 exp{ a + b
2 rcosθ} ≤ kr( k－1) n ( 1 + o( 1) )

其中 n = degf。这是一个矛盾。
又由 Q( ez ) 0可知，f( z) 不可能为非零常数。

所以方程 ( 2) 的每个非零解具有无穷级。
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