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一类复杂系统模型的动力特性及广义控制
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摘　要：利用广义控制方法设计并实现了一类复杂系统模型射影控制。给出并证明了误差系统全局稳定的条
件。数值模拟验证其方法的有效性和可行性。
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　　复杂系统在保密通信、激光物理、化学反应等
领域有巨大应用潜力［１－６］。人们不断发现新的复杂

系统，研究其分叉、混沌现象、混沌吸引子结构和

混沌产生的条件等动力特性与控制问题．如同步控
制、模糊控制、反馈控制等［７－１３］。

本文针对复杂系统模型的动力特性特性作进一

步探讨，利用射影同步控制方法实现该系统的广义

同步控制，并利用Ｍａｐｌｅ数值仿真试验，得到有效
非线性控制器，验证了其方法的有效性。

１　一类复杂系统模型及其动力特性分析

考虑复杂系统模型［７］：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ＋ｙｚ）
ｙ＝５ａｘ－ｘｚ
ｚ＝ｙ２

{
＋ｘｙ＋ｃｚ

（１）

（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ∈Ｒ３为系统的状态变量，当选取ａ＝６，ｃ

＝－４时，系统处于混沌状态。

１１　复杂动力性
系统在变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ｘ，－ｙ，ｚ）下，对所

有的参数值保持不变性，具有对称性。系统模型振

荡的复杂性和随机性演化时序图如图１。

图１（ａ），（ｂ），（ｃ）分别表示初值 （ｘ（０），

ｙ（０），ｚ（０））＝（３，－４，２）时，ｘ，ｙ和ｚ是随时间

变化的曲线。由图可知，系统变量具有复杂性和随

机敏感性。

１２　耗散性
对于系统 （１），计算向量场的散度

１
Ｖ
ｄＶ
ｄｔ＝

ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ
＝－ａ＋ｃ＝－１０＜０

故系统 （１）是耗散的。体积元Ｖ（０）在时间ｔ

时收缩为体积元 Ｖ（０）ｅ－１０ｔ，当 ｔ→ ∞ 时，包含系
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统轨线的每个小体积元以指数速率 １０收缩到 ０，
这就意味着系统的动力学行为最终趋向于一个吸引

子，该奇怪吸引子形成过程如图２。

图１　复杂性和随机性
Ｆｉｇ１　Ｃｏｍｐｌｅｘｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｒａｎｄｏｍｉｃｉｔｙ

图２　系统模型 （１）奇怪吸引子形成的渐进过程
Ｆｉｇ２　Ｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ（１）ｓｔｒａｎｇｅａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｇｒａｄｕａｌｐｒｏｃｅｓｓ

１３　李雅普诺夫指数与分形维数
李雅普诺夫指数刻画了动力系统轨线的分离与

排斥情况，表征了系统的运动特征。利用 Ｗｏｌｆ方
法计算得到模型 （１）的李雅普指数为 λ１ ＝
０８９９，λ２ ＝０，λ３ ＝－３６３，由 ＫａｐｌａｎＹｏｒｋｅ猜想
公式，系统模型 （１）在初值 （５，３，４）的李雅普

指数为Ｄｋｙ＝ｊ＋
１
λｊ＋１∑

ｊ

ｉ＝１
λｉ＝２＋

０８９９４８７
－３６３１３５ ＝

２２４７７。系统 （１）吸引子的维数是分数维的，故
确定系统在所选参数下的确处于混沌状态。

２　平衡点及其稳定性
当ａ＝６，ｃ＝－４时，系统 （１）有平衡点 Ｏ，

Ｂ（± 槡１２ ２１０
７ ，± 槡２ ２１０

７ ，３０），Ｃ（０，±２ｉ槡６，－６）．

定理 １　（ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理）特征方程：

λＩ－Ａ ＝λｎ＋ａ１λ
ｎ－１＋．．．．＋ａｎ－１λ＋ａｎ＝０，其

中Ｉ∈Ｒｎ×ｎ单位矩阵，Ａ为的实矩阵，若系数满足
Δｉ＞０（ｉ＝１，２，．．．，ｎ）：

Δｋ ＝

ａ１ １ ０ ０

ａ３ ａ２， ａ１ １

．．． ．．． ．．． ．．．
ａ２ｋ－１ ａ２ｋ－２ ．．． ａ













ｋ

那么特征方程的所有特征值都具有负实部。

命题１　当参数满足 ａ＝６，ｃ＝－４时，系统
（１）的平衡点Ｏ（０，０，０）是不稳定的。

证明　系统 （１）在平衡点Ｏ（０，０，０）的Ｊａｃｏｂｉ
矩阵为

Ｊ０ ＝
－ａ ａ ０
５ａ ０ ０
０ ０







ｃ
，其相应的特征方程：

λＩ－Ｊ０ ＝（λ－ｃ）（λ
２＋λａ－５ａ２）＝０

而λ１ ＝ｃ，　λ２，３ ＝
－１±槡２１
２ ａ．当 ａ＝６，

ｃ＝－４时，可知 λ２，３ ＝－３± 槡３ ２１．根据 Ｒｏｕｔｈ
Ｈｕｒｗｉｔｚ定理，易知平衡点 Ｏ（０，０，０）是不稳定的。
下面控制系统 （１）的不稳定平衡点 Ｏ，在系统
（１）的第二个方程加上线性控制器ｋ１ｙ：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ＋ｙｚ）
ｙ＝５ａｘ－ｘｚ＋ｋ１ｙ

ｚ＝ｙ２
{

＋ｘｙ＋ｃｚ

Ｊ＝
－ａ ａ ０
５ａ ｋ１ ０

０ ０







ｃ

（２）

Ｊ的特征方程为 λＩ－Ｊ＝（λ－ｃ）（λ２＋（ａ－ｋ１）λ
－ａ（ｋ１ ＋５ａ））＝０．从而解得 λ１ ＝ｃ，λ２，３ ＝

ｋ１－ａ±槡Δ
２ ．故系数满足 ｃ＜０，ｋ１ ＜ａ，Δ＝（ａ－

９４
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ｋ１）
２＋４ａ（ｋ１＋５ａ），则方程有负实部的特征根。因此

系统在Ｏ（０，０，０）是渐进稳定的。取ａ＝６，ｃ＝－４，
ｋ１ ＝４，（ｘ，ｙ，ｚ）＝（３，－４，２）。图３（ａ－ｃ）为被控
系统的动力学行为，控制器也可取其它函数等［６］。

图３　 （ａ）（ｘ，ｔ）轨迹；（ｂ）（ｙ，ｔ）轨迹；（ｃ）（ｚ，ｔ）轨迹
Ｆｉｇ３　 （ａ）（ｘ，ｔ）ｏｒｂｉｔ；（ｂ）（ｙ，ｔ）ｏｒｂｉｔ；（ｃ）（ｚ，ｔ）ｏｒｂｉｔ

３　系统模型 （１）的广义控制
定义１　考虑系统：ｘ＝ｆ（ｘ），ｘ＝（ｘ１，ｘ２．．．，

ｘｎ）∈ Ｒ
ｎ，ｆ（ｘ）为连续的标量函数。被控的系统

如：ｙ＝Ａｙ＋Ｂｇ（ｙ）＋ｕ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２．．．，ｙｎ）∈Ｒ
ｎ，

Ａ和Ｂ为系统矩阵，ｇ（ｙ）是连续的向量函数，ｕ是
控制器，ｇ（ｙ）是全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。若存在可逆
矩阵Ｍ使得ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ＝ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ－Ｍｙ＝０，则称广义同步

控制，Ｍ是缩放矩阵，其元素可以是相同的实常数
和不同的实常数，函数、多项式等。

定理２　若定义１中 ｇ（ｙ）满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续
条件，控制器被设计

ｕ＝Ｍ－１ｆ（ｘ）－Ｍ－１（Ａ－α）ｅ－

Ｍ－１Ｂ［ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ
～
）］－Ａｙ－Ｂｇ（ｙ） （３）

而α＝ｄｉａｇ（α１，α２．．．．．．αｎ），且满足 ｍｉｎ（αｉ）＞
（ＬＢ＋Ａ），则 （１）和 （２）广义同步控制。

证明　误差系统：ｅ（ｔ）＝ｘ－Ｍｙ。由定义１和
（３）式知

ｅ＝ｘ－Ｍｙ＝（Ａ－αｉ）ｅ＋Ｂ［ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ
～
）］，

ｇ（ｙ
～
）＝Ｍｙ．

Ｖ（ｔ）＝１２ｅ
Ｔｅ，易知是非负定函数。

Ｖ
·

（ｔ）＝ｅＴ（Ａ－αｉ）ｅ＋ｅ
ＴＢ［ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ

～
）］≤

Ａｅ２－ｍｉｎ（αｉ）ｅ２＋ｅＢ（ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ
～
））≤

（Ａ＋ＬＢ－ｍｉｎ（αｉ））ｅ２ （４）

显然Ｖ（ｔ）
·

≤０，Ｖ（ｔ）是一光滑连续的函数。令Ｋ＝

ｍｉｎ（αｉ）－（Ａ＋ＬＢ），Ｖ（ｔ）
·

≤－Ｋｅ２，Ｋ＞０。因此得

到Ｖ（ｔ）≤ Ｖ（０）ｅ－２Ｋｔ，从而 ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０

Ｖ（ｔ）ｄｔ是有界的。

根据 Ｂａｒｂａｌａｔｌｅｍｍａ［５］知 ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｖ（ｔ） ＝ ０，既是

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０．换句话说系统实现广义同步控制。

由于复杂系统对初值的敏感性，即使结构相同

的２个复杂系统，因初值不同，运动轨迹也会产生
很大的差别。以下设计并实现同步控制。系统

（１）写成如下：
ｘ１
· ＝ａ（ｙ１－ｘ１＋ｙ１ｚ１）

ｙ１
· ＝５ａｘ１－ｘ１ｚ１

ｚ１
· ＝ｙ２１＋ｘ１ｙ１＋ｃｚ

{
１

（５）

假设系统 （５）为驱动系统，构造响应系统
ｘ２
· ＝ａ（ｙ２－ｘ２＋ｙ２ｚ２）＋ｕ１

ｙ２
· ＝５ａｘ２－ｘ２ｚ２＋ｕ２

ｚ２
· ＝ｙ２２＋ｘ２ｙ２＋ｃｚ２＋ｕ

{
３

（６）

ｕ１，ｕ２，ｕ３为所要设计的控制器。令ｅ１＝ｘ１＋α１ｘ２，ｅ２
＝ｙ１＋α２ｙ２，ｅ３ ＝ｚ１＋α３ｚ２，得到误差

ｅ１
· ＝ａ（ｙ１－ｘ１）＋ｙ１ｚ１＋α１（ａ（ｙ２－ｘ２）＋

ｙ２ｚ２＋ｕ１）

ｅ２
· ＝５ａｘ１－ｘ１ｚ１＋α２（５ａｘ２－ｘ２ｚ２＋ｕ２）

ｅ３
· ＝ｙ２１＋ｙ１ｘ１＋ｃｚ１＋α３（ｙ

２
２＋ｙ２ｘ２＋ｃｚ２＋ｕ３










）

（７）
根据 （３）式设计如下控制器函数

ｕ１ ＝
－ａｙ１＋ａｘ１－ｙ１ｚ１－α２ａｙ２＋α１ａｘ２－α１ｙ２ｚ２

α１
＋

　　ｋ１（ｘ１＋α１ｘ２）

ｕ２ ＝－
５ａｘ１－ｘ１ｚ１＋５α２ａｘ２－α２ｘ２ｚ２

α２
＋ｋ２（ｙ１＋α２ｙ２）

ｕ３ ＝－
ｙ２１＋ｙ１ｘ１＋ｃｚ１＋α３ｙ

２
２＋α３ｙ２ｘ２＋α３ｃｚ２

α３
＋

　　ｋ３（ｚ１＋α３ｚ２）　　　 　（８















）

将式 （８）代入系统 （７），原误差系统简化为

０５
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ｅ１
· ＝－ｋ１（ｘ１＋α１ｘ２）＝－ｋ１ｅ１

ｅ２
· ＝－ｋ２（ｙ１＋α２ｙ２）＝－ｋ２ｅ２

ｅ３
· ＝－ｋ３（ｚ１＋α３ｚ２）＝－ｋ３ｅ

{
３

（９）

由Ｖ＝ １２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３）＞０，则Ｖ

· ＝ｅ１
·ｅ１＋ｅ２

·ｅ２＋

ｅ３
·ｅ３ ＝－ｋ１ｅ

２
１－ｋ２ｅ

２
２－ｋ３ｅ

２
３。

显然Ｖ
·

＜０，即Ｖ
·

负定。由稳定性定理，可知误

差系统（９）的零解是渐近稳定的，即 ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０，

从而可使系统 （５）和 （６）全局广义控制。取系统

（５）和 （６）的初始值分别为 （ｘ１（０），ｙ１（０），
ｚ１（０））＝（３，－４，２）与 （ｘ２（０），ｙ２（０），ｚ２（０））＝
（－２，１，－１）。数值模拟如图４。

由图４知，（ａ），（ｂ），（ｃ）展示了ｅｉ（ｉ＝１，２，
３）的变化规律。图５为同步曲线。

图６分别是系统模型同步吸引子与相图。由图
５－６可知，在极短的时间内实现了复杂系统的广
义同步控制，达到系统变量快速跟踪。

图４　误差状态：（ａ）ｅ１ ＝ｘ１＋α１ｘ２；（ｂ）ｅ２ ＝ｙ１＋α２ｙ２；（ｃ）ｅ３ ＝ｚ１＋α３ｚ２
Ｆｉｇ４　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｔａｔｅｓ：（ａ）ｅ１ ＝ｘ１＋α１ｘ２；　 （ｂ）ｅ２ ＝ｙ１＋α２ｙ２（ｃ）ｅ３ ＝ｚ１＋α３ｚ２

图５　跟踪状态：（ａ）红ｘ１与 蓝α１ｘ２（ｂ）红ｙ１与 蓝α２ｙ２；（ｃ）红ｚ１与 蓝α３ｚ２
Ｆｉｇ５　Ｔｒａｃｋｉｎｇｓｔａｔｅｓ：（ａ）ｔｈｅｒｅｄｘ１ａｎｄｔｈｅｂｌｕｅα１ｘ２；（ｂ）ｔｈｅｒｅｄｙ１ａｎｄｔｈｅｂｌｕｅα２ｙ２；（ｃ）ｔｈｅｒｅｄｚ１ａｎｄｔｈｅｂｌｕｅα３ｚ２

图６　混沌吸引子和相图 （红驱动系统，蓝响应系统）（ａ）（ｘ，ｙ，ｚ）空间，（ｂ）ｘ－ｙ平面；（ｃ）ｘ－ｚ平面；（ｄ）ｙ－ｚ平面
Ｆｉｇ６　Ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒａｎｄｐｈａｓｅｆｉｇｕｒｅ（ｔｈｅｒｅｄｉｓｔｈｅｄｒｉｖｅ，ｔｈｅｂｌｕｅｉｓｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅ）
（ａ）（ｘ，ｙ，ｚ）ｓｐａｃｅ；（ｂ）（ｘ，ｙ）ｐｈａｓｅ；（ｃ）（ｘ，ｚ）ｐｈａｓｅ；（ｄ）（ｙ，ｚ）ｐｈａｓｅ

４　结　语
本文将数值计算、稳定性分析及非线性控制三

者相结合，分析了一类复杂系统的动力特性。基于

稳定性和控制理论，给出一类新控制器，实现了该

模型的全局控制，而且实现同步的时间比较短，是

实现系统模型控制的有效方法。
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