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层次多结点样条曲线逼近

蔡占川，郑才目
（澳门科技大学资讯科技学院，澳门）

摘　要：提出层次多结点样条曲线逼近算法，使得逼近的过程能够根据设定阈值自动的选择最优逼近段数。同
时，引入最优逼近曲线判定方法，实验表明该方法对于γ射线能谱等离散数据的平滑具有良好效果。
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　　实际应用特别是逆向工程中，通过测量工件原
型形状建立数学模型，并利用曲线插补算法生成数

控加工指令，例如人工骨、假牙的数控加工及已知

各种零件反求等。对于工件的测量，一般采用扫描

测量方法，并根据采样数据建立数学模型。对离散

数据进行光滑而精确的曲线曲面重构，即数学建

模，以用于ＣＡＤ／ＣＡＭ系统。因此，研究曲线的最
优逼近具有重要意义。

Ｂ样条曲线曲面方程是描述自由曲线曲面的最
常见数字模型之一。在文献 ［１－２］的一系列论
述中，首先构造了多结点样条基函数，这类基函数

是基数型的，使得插值过程无须求解方程组。针对

常见方法的不方便之处，多结点样条插值法的设计

适应了某些重要实际问题的需要，并已做出了一些

广泛、灵活地应用，如飞机外形［３］、字体设计［４］、

地震数据及漏磁数据去冗余［５－６］、动画片的计算机

制作等［７－８］。文献 ［９－１０］注意到多结点样条插
值的理论价值，给出了深入的讨论，并将多结点样

条插值在理论上推广到更一般情形。文献 ［１１］
研究了多结点样条的自由曲线最小误差逼近，并得

到良好的效果。本文基于多结点样条函数，提出层

次多结点样条算法［１２］，使得逼近的过程能够根据

设定的阈值自动的选择最优逼近段数。

首先简要介绍多结点样条，其次是多结点样条

逼近算法，然后提出层次多结点样条算法，接着是

实验，最后是结论。
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１　多结点样条
多结点基本样条函数是通过对等距 Ｂ样条基

本函数的平移及迭加构成［１－２］。定义多结点样条基

函数

Ｌｋ（ｔ）＝∑
ｋ－１

ｊ＝０
ｃｊμ

ｈｊΩｋ（ｔ） （１）

式中ｈ０ ＝０，０＜ｈ１＜ｈ２＜… ＜ｈｋ－１＝
ｋ－１
２ ，ｋ＝

１，２，３，…，ｃ０，ｃ１，…，ｃｋ－１为待定常数，μ为平均算
子，给定任意常数ξ，则有

μξｆ（ｘ）≡ １２（ｆ（ｘ＋ξ）＋ｆ（ｘ－ξ））

Ωｋ（ｔ）为ｋ次Ｂ样条基函数

Ωｋ（ｔ）＝珔Δ∫
ｔ

－∞
Ωｋ－１（ｔ）ｄｔ＝

１
ｋ！
珔Δｋ＋１ｔｋ＋＝

１
ｋ！∑

ｋ＋１

ｊ＝０
（－１）ｊ ｋ＋１( )ｊ （ｔ＋ｋ＋１２ －ｊ）ｋ＋

式中：（·）＋＝ｍａｘ｛·，０｝；
对于公式 （１），显然 ｋ＝１时，有 Ｌ１（ｔ）＝

Ω１（ｔ），当ｋ＞１时，令Ｌｋ（ｔ）满足
Ｌｋ（０）＝１，Ｌｋ（ｉ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｋ－１

于是得到关于 ｃ０，ｃ１，…，ｃｋ－１的线性方程组，由

μｈｊΩｋ（ｔ{ }） 得线性独立性质，可知这样的解存在

且唯一，所求得的Ｌｋ（ｔ）即为多结点的基本样条函
数。依此求得ｋ＝２，３时，多结点样条的基函数为

Ｌ２（ｔ）＝（２Ｉ－μ
１
２）Ω２（ｔ）；

Ｌ３（ｔ）＝（
１０
３Ｉ－

８
３μ

１
２ ＋１３μ）Ω３（ｔ）

基函数图形如图１。

图１　多结点样条基函数
Ｆｉｇ１　Ｍａｎｙｋｎｏｔｓｐｌｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

设给定型值点 ｒ０，ｒ１，…，ｒｎ，那么，多结点样
条插值曲线可表示为

ｆ（ｔ）＝∑
ｉ
Ｌｋ（ｔ－ｉ）ｒｉ，ｔ∈［０，ｎ］ （２）

通常取ｋ＝１，２或３，本文主要以 ｋ＝３的三次多
结点样条为例，三次多结点样条基函数为
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下面介绍多结点样条逼近算法。

２　多结点曲线逼近算法
假设多结点样条函数 ｆ逼近数据点集 Ｐ（ｘ，

ｙ）（ｘ∈［ａ，ｂ］），函数ｆ由控制点φｉ唯一确定，因
此只要计算区间 ［ａ，ｂ］的控制点，就可以来逼近
数据点集Ｐ。

考虑Ｐ中的某个点 ｐｃ（ｘｃ，ｙｃ），由多结点曲线
插值函数，易知插值函数ｆ（ｘｃ）只跟周围的６个控
制点有关，不妨假设０＜ｘｃ＜１，则其两边的控制
点为φｉ（ｉ＝－２，－１，０，１，２，３），根据多结点插值
公式得：

ｙｃ＝∑
３

ｉ＝－２
ｗｉφｉ

式中ｗｉ＝Ｌ３（ｕ），ｕ＝ｘｃ－?ｘｃ」。
这是以φｉ为变量的不定方程，满足 φｉ的值有

很多，选一组能使逼近函数 ｆ到 ｘ轴距离最小的

解，依最小二乘法，即∑
３

ｉ＝－２
φｉ最小。系数的伪逆矩

阵为该方程组的最小二乘解

φｉ＝
ｗｉｙｃ

∑
３

ａ＝－２
ｗ２ａ

（３）

现在考虑点集中所有点，由式 （３）可得，对
于每个不同的点（ｘｃ，ｙｃ），都可以得出一组不同的
控制点φｃ，当数据点密度较大时，就会产生控制
点的重叠，如图２所示。

图２　控制点的重叠
Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｏｖｅｒｌａｐｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔ

９１
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即多个数据点都对同一个网格点有贡献。由于

多结点样条的局部性，只有在控制点 φｉ两旁３个
控制网格内的数据点对 φｉ有影响，将这些值称为
φｉ的邻近点。设第 ｊ网格点的最优解为 φｊ，则 φｊ
需使得误差 ｅ（φｊ）＝∑ｃ

（ｗｃφｊ－ｗｃφｃ）
２最小。函

数（ｗｃφｊ－ｗｃφｃ）表示第ｊ个控制点对曲线ｆ在Ω处
实际权重与期望权重的差异。ｅ（φｊ）对φｊ求偏导数，
得φｊ最优解为

φｊ＝
∑ｃ
ｗ２ｃｙｃ

∑ｃ
ｗ２ｃ

（４）

这样当控制点φｊ具有多个邻近点时，公式 （４）就
可以依最小二乘法取得最优值，当控制点只有一个

邻近点时，公式 （４）便退化成公式 （３）。当控制
点没有邻近点时，则表明控制点 φｊ对数据集中任
何点（ｘｃ，ｙｃ）均没影响，意味着φｊ可以设置成任意
值。这里将其设置成零，这对后面层次多结点样条

具有重要作用。当控制点数较少时，可以生成较光

滑曲线；增多控制点，可以增强曲线逼近精度，但

是光滑性会减少。不易找到一个适当的控制点数，

使得曲线既有较好光滑性又有较理想精度，为此引

入层次样条概念［１２］，构建层次多结点样条以使逼

近能取得兼顾光滑性与精度。

３　层次多结点逼近
考虑定义域上控制点序列 Φ０，Φ１，…，Φｈ，给

定Φ０的控制点数，其它各级控制点密度为前一级
控制点数２倍，即第ｋ级控制点数为ｎ＋５，则第ｋ
＋１级控制点数为２ｎ＋５，算法由最稀疏控制点Φ０
开始，对区间上所有数据点应用第２节算法，在控
制点Φ０作用下生成 ｆ０，计算 ｆ０到每个点 （ｘｃ，ｙｃ）
误差值Δ１ｙｃ＝ｙｃ－ｆ０（ｘｃ）。

将误差值Δ１ｙｃ与对应坐标ｘｃ组成新数据集Ｐ１
＝｛（ｘｃ，Δ

１ｙｃ）｝作为下一级控制点Φ１的逼近数据，
得到逼近函数ｆ１。因此，ｆ０＋ｆ１将在ｘｃ处产生较小误
差Δ２ｙｃ＝ｙｃ－ｆ０（ｘｃ）－ｆ１（ｘｃ）。

这一过程由最稀疏控制点 Φ０开始，逐次增加
控制点密度，使逼近误差逐渐减小，至到逼近误差

值小到容差范围内。最后将各级生成的逼近函数ｆｋ

相加，得到逼近函数ｆ，即 ｆ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｆｋ。这样得到的

曲线即保留了光滑性，又具有较好的精度。这里ｆ０
控制了ｆ的总体形状，往后各级函数ｆｋ逐渐减小逼
近误差。

算法的伪码如下：

Ｉｎｐｕｔ：散乱数据Ｖ＝｛（ｘｃ，ｙｃ）｝
Ｏｕｔｐｕｔ：控制网格Ｒ
初始化δｉ＝０及ωｉ＝０
ｆｏｒ点集Ｖ中的每个点（ｘｃ，ｙｃ）
设ｉ＝?ｘｃ」，ｕ＝ｘｃ－?ｘｃ」，

计算ωｋ及∑３

ａ＝－２
ｗ２ａ

ｆｏｒｋ＝－２，－１，０，１，２，３ｄｏ
依公式计算ｒｋ
将ω２ｋｒｋ累加到δ（ｉ＋ｋ）
将ω２ｋ累加到ω（ｉ＋ｋ）
ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｆｏｒａｌｌｉｄｏ
ｉｆ珚ωｉ≠０ｔｈｅｎ
计算ｒｉ＝δｉ／珚ωｉ
ｅｌｓｅｌｅｔｒｉ＝０
ｅｎｄ
若散乱数据点集的数据点数为ｐ，控制网格大

小为ｍ＋５，则多结点样条逼近的时间复杂度为
Ｏ（ｐ＋ｍ）。

实际运用中也有很多情况下并不知道容差，或

是要求逼近精度不是很高，但对光滑性要求相对较

高。这种情况下本文引入另一种最佳逼近的判别方

法。依上文所述，令Ｓｉ（ｘ）＝ｆ＝∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｆｋ，则Ｓｉ（ｘ）

为ｉ层的逼近曲线。计算相邻两条逼近曲线Ｓｉ（ｘ）
和Ｓｉ＋１（ｘ）残差平方和

‖εｉ‖
２ ＝∑

ｍ

ｘ＝１
［Ｓｉ＋１（ｘ）－Ｓｉ（ｘ）］

２

这里‖εｉ‖
２可以看作 Ｓｉ（ｘ）相对于 Ｓｉ＋１（ｘ）的偏

差，‖εｉ‖
２值越小，表示两条相邻逼近曲线越接

近。此外，从光滑性方面考虑，‖εｉ‖
２可以看作

曲线Ｓｉ＋１（ｘ）相对于 Ｓｉ（ｘ）的噪声。当 ‖εｉ‖
２达

到最小的时候，曲线Ｓｉ（ｘ）为最优逼近曲线。

４　实　验
这里从限定容差与不限容差两个方面分别举例

验证层次多结点样条的曲线逼近。限定容差是为了

使数据逼近符合使用者的客观要求，侧重于逼近精

度；不限容差是为了拟合数据的变化趋势，侧重于

光滑性。

４１　限定容差曲线逼近
下面将以激光高度计测高数据为例，阐述在容

差条件下的层次多结点样条的逼近效果。

０２
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激光高度计测高数据是激光高度计定时向地面

发射激光窄脉冲，通过计算反射回来的激光信号的

延迟而得到高程数据，图３中点显示了嫦娥一号激
光高度计所测得的莫斯科海某一剖面的高程数据，

即第０２５３轨中的一部分。由系统误差估计得到激
光高度计的系统总误差 ＜３１ｍ，参考文献 ［１３］。
因此将容差设为３０ｍ，通过层次多结点样条拟合
测高数据，得到莫斯科海的剖面图，如图中线段所

示。逼近效果显示层次多结点样条能够较好地表现

出莫斯科海的剖面形状。

图３　激光测高数据的重构
Ｆｉｇ３　ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｗｉｔｈＣｈａｎｇＥ１ｌａｓｅｒａｌｔｉｍｅｔｒｙｄａｔａ

４２　不限容差曲线逼近
下面将以６０Ｃｏ的伽玛频谱数据的平滑为例，阐

述在不限容差条件下的层次多结点样条的逼近效果。

在伽玛射线能谱分析中，需要采用平滑方法来

消除数据统计的涨落。如图４（ａ）显示了嫦娥一号
ＮａＩ探测器对６０Ｃｏ元素积累超过２ｈ的统计数据，
为了减小统计噪声，需要对统计数据做平滑处理以

得到光滑的曲线，这里采用层次多结点样条方法对

统计数据进行逼近，得到图４（ｂ）中的线段所示，
取得良好的效果。

５　结　论
本文基于多结点样条，提出了离散数据逼近的

方法，充分利用了多结点样条的局部性和插值性，

逼近过程只考虑局部数据对控制点的影响，将求解

控制点转移到求解每个数据点对控制点的影响，避

免了求解巨大矩阵系数的线性方程组所带来的麻

烦。此外，算法还能根据设定的容差值，自动的选

图４　６０Ｃｏ伽玛频谱数据的平滑

Ｆｉｇ４　Ｓｍｏｏｔｈｉｎｇｔｈｅｇａｍｍａｓｐｅｃｔｒｕｍｄａｔａｆｏｒ６０Ｃｏ

　　

择逼近数据所需要的段数，不需要重复试验以选取

较好的分段段数。且对于不设容差的数据拟合，引

入最佳逼近曲线判定方法，试验表明了该方法能有

效的选择出最优逼近曲线。
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∫
珔ａ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｙ）ｕ（ｙ）ｄσｄｙ·

∫
珔ａ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ）∫

ｘ

０

Ｅ１λ（ｘ）β１（ｓ）
Ｅ１λ（ｓ）γ１（ｓ）

ｄｓｄσｄｘ（１９）

由于∫
珔ａ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ）ｕ（ｘ）ｄσｄｘ≠ ０，则由 （１９）

式可得

１＝∫
珔ａ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ）∫

ｘ

０

β１（ｓ）
γ１（ｓ）

·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

λ＋μ（ｓ）＋ρ１（ｓ）＋γ′１（ｓ）
γ１（ｓ）

ｄ{ }ｓｄｓｄσｄｘ
（２０）

令Ｋ（λ）＝∫
珔ａ

０∫
０

－τ
ｅλσβ２（σ，ｘ）∫

ｘ

０

β１（ｓ）
γ１（ｓ）

·

ｅｘｐ－∫
ｘ

ｓ

λ＋μ（ｓ）＋ρ１（ｓ）＋γ′１（ｓ）
γ１（ｓ）

ｄ{ }ｓｄｓｄσｄｘ
函数Ｋ（λ）在 瓗 上是连续严格递增的，并且有
ｌｉｍ
λ→＋∞
Ｋ（λ）＝０以及 ｌｉｍ

λ→－∞
Ｋ（λ）＝＋∞。于是，方

程Ｋ（λ）＝１有唯一实数解λ０。因此，Ａ 的谱不
是空集。此引理得证。

由半群（Ｔ（ｔ））ｔ≥０的正性和 ｓ（Ａ）＞－∞ （见
文 ［８］中的定理ＶＩ１１０），以及引理７和引理８，
可得如下结论：

推论１　ｓ（Ａ）≤σ（Ａ）且ωｅｓｓ（Ａ）＜ｓ（Ａ）。
由引理７和推论１，可得存在一个Ｅ上的投影

算子Π以及常数ε＞０和Ｍ≥１使得
‖ｅ－ｓ（Ａ）ｔＴ（ｔ）－Π‖≤Ｍｅ－εｔ，对于所有的ｔ≥０

　　其中‖·‖表示Ｅ上的算子范数。于是定理
２得证。
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