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不变子空间在周期解析信号中的应用

谭立辉，张志刚
（广东工业大学应用数学学院，广东 广州５１０００６）

摘　要：利用后移不变子空间，给出了周期解析信号与共轭周期解析信号的乘积仍为周期解析信号的充要条
件。特别地，当周期解析信号对应的Ｚ变换过圆周解析时，其对应的共轭周期解析信号为有理函数且有理函数
的极点恰为周期解析信号对应的Ｚ变换的零点。作为上述结论的应用，考虑了具有长度为 ｎ的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的周
期解析信号保持幅度不变的条件。
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　　１９３６年，Ａｒｍｓｔｒｏｎｇ［１］发现在通信信号对正弦
信号进行调制，可以有效抑制噪声，人们随之对调

频信号中的 “频率”这一物理量展开研究。１９３７
年，Ｃａｒｓｏｎ等人［２］在电路理论中推广了频率的定

义，使之成为随时间变化的函数。如果实信号ｆ（ｔ）
被描述成ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）的形式，那么把瞬时频率定
义为相位的导数是很自然的，因为它在时间范围内

的平均值就是瞬时频率。但我们知道，对于给定的

实信号 ｆ（ｔ），可以写出很多种形如 ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）
的形式，因此如何选取合适［ρ（ｔ），θ（ｔ）］用来定义
瞬时频率是当时困扰科学家的一个问题。这个问题

直到１９４６年，才由 Ｇａｂｏｒ［３］引入的解析信号方法

得到解决。在此研究的基础上，Ｖｉｌｌｅ［４］在１９４８年

给出了一种统一的瞬时频率的定义：

ωｆ（ｔ）＝
１
２π
ｄ
ｄ［ａｒｇ（ｆａ（ｔ）］

其中ｆａ（ｔ）是实信号ｆ（ｔ）＝ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）对应的解

析信号。令Ｌｐ［０，２π］表示所有以２π为周期且满

足 ∫
２π

０

｜ｆ（ｅｉｔ）｜ｐｄ( )ｔ１／ｐ ＜∞ 的函数 ｆ（ｅｉｔ）的集合，
１≤ｐ＜∞。如果 ｆ（ｅｉｔ）∈ Ｌｐ［０，２π］，那么周期
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解析信号被定义为：

ｆａ（ｅ
ｉｔ）＝ｆ（ｅｉｔ）＋ｉ珟Ｈｆ（ｅｉｔ）

其中珟Ｈｆ（ｅｉｔ）表示 ｆ（ｅｉｔ）的周期 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换。从其
表达式，我们知道周期解析信号存在唯一的幅度相

位对 ［ρ（ｔ），θ（ｔ）］使得 ｆ（ｅｉｔ）＝ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）和
ｆａ（ｅ

ｉｔ）＝ρ（ｔ）ｅｉθ（ｔ），其中

ρ（ｔ）＝ ｜ｆ（ｅｉｔ）｜２＋｜珟Ｈｆ（ｅｉｔ）｜槡
２，

θ（ｔ）＝ａｒｃｔａｎ
珟Ｈｆ（ｅｉｔ）
ｆ（ｅｉｔ( )）

在信号处理中，我们把 ρ（ｔ），θ（ｔ）分别称为信号

的幅度和相位，ωｆ（ｔ）＝
ｄ
ｄｔ［θ（ｔ）］称为信号的瞬时

频率，而ｆｄａ（ｅ
ｉｔ）：＝ｆ（ｅｉｔ）－ｉ珟Ｈｆ（ｅｉｔ）称之为共轭周

期解析信号。

用解析信号的方法求幅度、相位和瞬时频率已

经被广泛地应用于通信和系统鉴定等领域，但用此

方法求得的幅度、相位和瞬时频率也存在一些无法

合理解释的物理现象，比如说，用解析信号的方法

求得的瞬时频率可以不是频谱中的频率之一，解析

信号的频谱对于负频率为零，但瞬时频率却可以是

负的［５－６］。因此，我们希望求得的相位幅度对

［ρ（ｔ），θ（ｔ）］不仅满足等式 珟Ｈ［ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）］ ＝
ρ（ｔ）ｓｉｎθ（ｔ），而且还能进一步满足 Ｂｅｄｒｏｓｉａｎ等
式［７］

珟Ｈ［ρ（ｔ）ｃｏｓθ（ｔ）］＝ρ（ｔ）珟Ｈｃｏｓθ（ｔ）
通过对Ｂｅｄｒｏｓｉａｎ等式的研究，我们发现这个等式
成立的一个条件就是周期解析信号与共轭周期解析

信号的乘积必须是周期解析信号［８－９］。因此在本文

中，我们将利用后移不变子空间的结论，给出周期

解析信号与共轭周期解析信号的乘积仍为周期解析

信号的充要条件。特别地，当周期解析信号对应的

Ｚ变换过圆周解析时，其对应的共轭周期解析信号
是有理函数且此有理函数的极点恰为周期解析信号

对应的Ｚ变换的零点。作为上述结论的应用，我
们研究了具有长度为 ｎ的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的周期解析
信号保持幅度不变的条件。

１　若干引理

令Ｈ２［０，２π］：＝｛ｆａ（ｅ
ｉｔ）＝ｆ（ｅｉｔ）＋ｉ珟Ｈｆ（ｅｉｔ）｜

ｆ（ｅｉｔ）∈ Ｌ２［０，２π］｝表示所有周期解析信号的集
合，Ｈ２［０，２π］：＝｛ｆｄａ（ｅ

ｉｔ）＝ｆ（ｅｉｔ）－ｉ珟Ｈｆ（ｅｉｔ）｜
ｆ（ｅｉｔ）∈Ｌ２［０，２π］｝表示所有共轭周期解析信号的
集合。对于 ｆ（ｅｉｔ）∈ Ｌ２［０，２π］，它可以作如下
Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开：

ｆ（ｅｉｔ）～∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｋ（ｆ）ｅ

ｉｋｔ

其中ｃｋ（ｆ）＝
１
２π∫

２π

０

ｆ（ｅｉｔ）ｅ－ｉｋｔｄｔ表示其对应的第ｋ个

Ｆｏｕｒｉｅｒ系数。那么，其对应的周期 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换
珟Ｈｆ（ｅｉｔ）可被定义为

珟Ｈｆ（ｅｉｔ）～∑
＋∞

ｋ＝－∞
－ｉｓｇｎ（ｋ）ｃｋ（ｆ）ｅ

ｉｋｔ

其中ｓｇｎ表示符号函数，当ｋ≠０，ｓｇｎ（ｋ）＝ｋ／｜ｋ
｜；当ｋ＝０，ｓｇｎ（ｋ）＝０。自然周期解析信号具
有下面Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开形式：

ｆａ（ｅ
ｉｔ）～ｃ０（ｆ）＋２∑

∞

ｋ＝１
ｃｋ（ｆ）ｅ

ｉｋｔ

因此，ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］当且仅当 ｆａ（ｅ

ｉｔ）∈
Ｌ２［０，２π］且对于ｎ＜０，有 ｃｎ（ｆ）＝０。根据 Ｆ．
和 Ｍ．Ｒｉｅｓｚ定理［１０］，我们有 ｆａ（ｅ

ｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］

当且仅当其对应Ｚ变换ｆａ（ｚ）～ｃ０（ｆ）＋２∑
∞

ｋ＝１
ｃｋ（ｆ）ｚ

ｋ

属于 Ｈａｒｄｙ空间 Ｈ２（Ｄ）中函 数 且 ｆａ（ｅ
ｉｔ） ＝

ｌｉｍ
ｒ→１－
ｆａ（ｚ），ｚ＝ｒｅ

ｉｔ∈Ｄ，其中Ｈｐ（Ｄ）表示在单位圆

Ｄ内解析且满足 ｓｕｐ
０≤ｒ＜１∫

２π

０

｜ｆ（ｚ）｜ｐｄ( )ｔ
１
ｐ ＜∞的函数

ｆ（ｅｉｔ）的集合，１≤ｐ＜∞。对于ｆａ（ｚ）∈Ｈ
ｐ（Ｄ），

我们有下面的分解定理成立：

引理１［１０］　假设不恒等于零的函数 ｆａ（ｚ）∈
Ｈｐ（Ｄ），１≤ｐ＜∞。那么对于ｚ∈Ｄ，ｆａ（ｚ）有唯
一的分解：ｆａ（ｚ）＝Ｏｆａ（ｚ）Ｉｆａ（ｚ），其中 Ｏｆａ（ｚ）∈
Ｈｐ（Ｄ）是ｆａ（ｚ）对应的外部函数，它能表示成下面
的形式

　Ｏｆａ（ｚ）＝ｃｅｘｐ
１
２π∫

２π

０

ｅｉｔ＋ｚ
ｅｉｔ－ｚ

ｌｎ｜ｆａ（ｅ
ｉｔ）｜ｄ{ }ｔ （１）

其中 ｃ是模为１的复常数；Ｉｆａ（ｚ）是其对应的内部
函数，它能进一步分解为 Ｉｆａ（ｚ）＝Ｂｆａ（ｚ）Ｓｆａ（ｚ），
其中 Ｂｆａ（ｚ）是由 ｆａ（ｚ）的零点构成的 Ｂｌａｓｃｈｋｅ积，
它可表示为：

Ｂｆａ（ｚ）＝ｚ
ｍ∏
ｚｉ≠０

ｚｉ
ｚｉ
ｚｉ－ｚ
１－ｚｚｉ

（２）

其中 ｚ{ }
ｉ 是ｆａ（ｚ）在单位圆Ｄ上的零点序列 （其重

点按重数计算），ｍ表示ｆａ（ｚ）在ｚ＝０处的重点数，
而ｚｋ表示ｚｋ的共轭；Ｓｆａ（ｚ）是奇异内函数。

显然，对于几乎处处的ｔ∈［０，２π］，周期解析
信号ｆａ（ｅ

ｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］可分解为

ｆａ（ｅ
ｉｔ）＝ｃｅｌｎ｜ｆａ（ｅｉｔ）｜＋ｉ珟Ｈｌｎ｜ｆａ（ｅｉｔ）｜Ｉｆａ（ｅ

ｉｔ）＝

ｃｅｌｎ｜ｆ（ｅｉｔ）｜＋ｉ珟Ｈｌｎ｜ｆ（ｅｉｔ）｜ｅｉ［θＢｆａ（ｔ）＋θｓｆａ（ｔ）］

４６
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其中θＢｆａ（ｔ）表示边值Ｂｌａｓｃｈｋｅ积Ｂｆａ（ｅ
ｉｔ）对应的相

位，而θｓｆａ（ｔ）表示边值奇异内函数Ｓｆａ（ｅ
ｉｔ）对应的

相位 （参见文献 ［１１］）。为了便于求信号的瞬时
频率，我们通常假设周期解析信号ｆａ（ｅ

ｉｔ）对应的Ｚ
变换ｆａ（ｚ）是过圆周解析的。在这种特殊情况下，
根据Ｈａｒｄｙ函数的分解定理，我们有：

引理２［１１］　假设非零周期解析信号 ｆａ（ｅ
ｉｔ）＝

ρ（ｔ）ｅｉθ（ｔ）∈Ｈ２［０，２π］。如果其对应的Ｚ变换ｆａ（ｚ）
是过圆周解析的，那么 ｆａ（ｅ

ｉｔ） ＝Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）Ｂｎ（ｅ

ｉｔ）

＝ｃｅｌｎρ（ｔ）＋ｉ珟Ｈｌｎρ（ｔ）
ｎ

ｋ＝１

ｅｉｔ－ｚｋ
１－ｅｉｔｚｋ

，其中ｃ是模为１的复

常数，｛ｚ１，…，ｚｎ｝为 ｆａ（ｚ）在单位圆内零点序列
（其重点按重数排列）。

２　主要结论

在信号处理中，我们称Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）＝ｃｅｌｎｐ（ｔ）＋ｉ珟Ｈｌｎρ（ｔ）

为极少相位信号。从其表达式可以看出，极少相位

信号能在一个常数因子范围内被其相位或者幅度唯

一重构出来。而Ｂｎ（ｅ
ｉｔ）＝∏

ｎ

ｋ＝１

ｅｉｔ－ｚｋ
１－ｅｉｔｚｋ

称之为全相

位信号，它的幅度为１且具有非负的瞬时频率［１２］。

根据上面的分解定理，我们可以给出周期解析信号

与共轭周期解析信号的乘积仍然为周期解析信号的

刻画：

定理 １　假设非零周期解析信号 ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈

Ｈ２［０，２π］，共 轭 周 期 解 析 信 号 ｇｄａ（ｅ
ｉｔ） ∈

Ｈ２［０，２π］。那么对于ｎ＜０，有ｃｎ（ｆａｇｄａ）＝０当

且仅当ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］∩Ｉｆａ（ｅ

ｉｔ）Ｈ２［０，２π］，

其中Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）是ｆａ（ｅ

ｉｔ）对应的边值内函数。

证明　令 ｈａ（ｅ
ｉｔ）：＝ｆａ（ｅ

ｉｔ）ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）。根据

Ｈｏｌｄｅｒ不等式我们知ｈａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｌ１［０，２π］。如果对

于ｎ＜０，有ｃｎ（ｆａｇｄａ）＝０，由Ｆ．和Ｍ．Ｒｅｉｚｅ定
理［１０］，我们知 ｈａ（ｅ

ｉｔ）对应的 Ｚ变换 ｈａ（ｚ）∈
Ｈ１（Ｄ）且ｈａ（ｅ

ｉｔ）＝ｌｉｍ
ｒ→１－
ｈａ（ｚ），ｚ＝ｒｅ

ｉｔ∈Ｄ。再根

据Ｈａｒｄｙ函数的分解定理，我们知ｈａ（ｚ）∈Ｈ
１（Ｄ）

对 应 的 外 部 函 数 可 表 示 为 Ｏｆａ（ｚ） ＝

ｃｅｘｐ １
２π∫

２π

０

ｅｉｔ＋ｚ
ｅｉｔ－ｚ

ｌｎ｜ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｇｄａ（ｅ

ｉｔ）｜ｄ{ }ｔ，其 中 ｃ

是模为１的常数。注意到
ｌｎ｜ｆａ（ｅ

ｉｔ）ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）｜＝ｌｎ｜ｆａ（ｅ

ｉｔ）｜＋ｌｎ｜ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）｜，

ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］，ｇｄａ（ｅ

ｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］
那么，对于几乎处处的ｔ∈［０，２π］，有

Ｏｈ（ｅ
ｉｔ）＝ｌｉｍ

ｒ→１－
Ｏｈａ（ｚ）＝ｌｉｍｒ→１－

Ｏｆａ（ｚ）Ｏｇｄａ（ｚ）＝

Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）Ｏｇｄａ（ｅ

ｉｔ），ｚ＝ｒｅｉｔ∈Ｄ
因此，对于几乎处处的 ｔ∈ ［０，２π］，有下面的等
式成立

ｈａ（ｅ
ｉｔ）＝Ｏｈａ（ｅ

ｉｔ）Ｉｈａ（ｅ
ｉｔ）＝Ｏｆａ（ｅ

ｉｔ）

Ｏｇｄａ（ｅ
ｉｔ）Ｉｈａ（ｅ

ｉｔ）＝Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）ｆａ（ｅ

ｉｔ）Ｏｇｄａ（ｅ
ｉｔ）Ｉｈａ（ｅ

ｉｔ）

因为 ｆａ（ｅ
ｉｔ） ≠ ０，所 以 ｇｄａ（ｅ

ｉｔ） ＝ Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）

Ｏｇｄａ（ｅ
ｉｔ）Ｉｈａ（ｅ

ｉｔ）∈Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）Ｈ２［０，２π］∩Ｈ２［０，２π］。

反之，如果 ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）∈ Ｉｆａ（ｅ

ｉｔ）Ｈ２［０，２π］∩ Ｈ２［０，

２π］，那么存在 ｈ（ｅｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］使得 ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）

＝Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）ｈ（ｅｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］。

自然，我们有

ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｇｄａ（ｅ

ｉｔ）＝Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）Ｉｆａ（ｅ

ｉｔ）Ｉｆａ（ｅ
ｉｔ）ｈ（ｅｉｔ）＝

Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）ｈ（ｅｉｔ）

又因为Ｏｆａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］，ｈ（ｅｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］，

根据 Ｈｏｌｄｅｒ不等式和 Ｆ．和 Ｍ．Ｒｅｉｚｅ定理［１０］，所

以我们有当ｎ＜０时，有ｃｎ（ｆａｇｄａ）＝０。
事实上，上述结论已经被我们运用到对Ｂｅｄｒｏ

ｓｉａｎ等式的刻画中去了［１１］。作为上述结果的进一

步应用，我们将用它来刻画长度为 ｎ的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级
数的周期解析信号保持幅度不变的条件。

记Ｓｕｐｐｆ＝［ｉｎｆ｛ｎ，ｃｎ（ｆ）≠０｝，ｓｕｐ｛ｎ，ｃｎ（ｆ）≠
０｝］表示 ｆ（ｅｉｔ）∈ Ｌ２［０，２π］的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数支集，
令Ｐｍ，ｎ［０，２π］表示所有满足ｆ（ｅ

ｉｔ）∈Ｌ２［０，２π］且
其支集满足 Ｓｕｐｐ［ｆ（ｅｉｔ）］：＝［ｉｎｆ｛ｎ，ｃｎ（ｆ）≠０｝，
ｓｕｐ｛ｎ，ｃｎ（ｆ）≠０｝］［ｍ，ｎ］的函数ｆ（ｅ

ｉｔ）的集合，

其中 ｍ，ｎ为有限整数。对于 Ｐｍ，ｎ［０，２π］中的函
数，通过简单的计算，我们有以下引理：

引理３　假设非零函数ｆ（ｅｉｔ）∈Ｐｍ１，ｎ１［０，２π］，
ｇ（ｅｉｔ）∈ Ｐｍ２，ｎ２［０，２π］。那么 Ｓｕｐｐ［ｆ（ｅ

ｉｔ）ｇ（ｅｉｔ）］
［ｍ１＋ｍ２，ｎ１＋ｎ２］。

由引理２，定理１和引理３，我们有：
推论 １　假设非零周期解析信号 ｆａ（ｅ

ｉｔ）∈
Ｈ２［０，２π］，共 轭 周 期 解 析 信 号 ｇｄａ（ｅ

ｉｔ） ∈

Ｈ２［０，２π］。
如果 ｆａ（ｅ

ｉｔ）对应的 Ｚ变换 ｆａ（ｚ）过圆周解析
的，那么对于 ｎ＜０，有 ｃｎ（ｆａｇｄａ）＝０当且仅当

ｇｄａ（ｅ
ｉｔ） ＝

∑
ｎ

ｋ＝０
ｃｋｅ

ｉｋｔ

∏
ｎ

ｋ＝１
（１－ｅｉｔｚｋ）

，其中 ｛ｚ１，…，ｚｎ｝为

ｆａ（ｚ）在单位圆内零点序列 （其重点按重数排列），

｛ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ｝为任意的复常数序列。

５６
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证明　假设｛ｚ１，…，ｚｎ｝为ｆａ（ｚ）在单位圆内零
点序列 （其重点按重数排列）。由引理２，有 ｆａ（ｚ）

对应的内函数为Ｂｎ（ｚ）＝∏
ｎ

ｋ＝１

ｅｉｔ－ｚｋ
１－ｅｉｔｚｋ

。再根据定

理 １，知 道 ｇｄａ（ｅ
ｉｔ） ∈ Ｈ２［０，２π］ ∩ Ｂｎ（ｅ

ｉｔ）

Ｈ２［０，２π］。
因此存在ｈ（ｅｉｔ）∈Ｈ２［０，２π］使得

ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）∏

ｋ

ｊ＝１
（１－ｚｊｅ

ｉｔ）＝ｈ（ｅｉｔ）∏
ｋ

ｊ＝１
（ｅｉｔ－ｚｊ）

（２）
因为 ｇｄａ（ｅ

ｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］，ｈ（ｅｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］，
根据其对应的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开式，我们知

Ｓｕｐｐ［ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）∏

ｎ

ｋ＝１
（１ － ｚｋｅ

ｉｔ）］ ∈ ［０，∞］，

Ｓｕｐｐ［ｈ（ｅｉｔ）∏
ｎ

ｋ＝１
（ｅｉｔ－ｚｋ）］∈（－∞，ｎ］。故 （２）成

立当且仅当 ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
ｃｋｚ

ｋ

∏
ｋ

ｊ＝１
（１－ｚｊｅ

ｉｔ）

，其中 ｛ｃ０，

ｃ１，…，ｃｎ｝为任意复常数序列。
显然地，如果ｆ（ｅｉｔ）∈Ｐｍ，ｎ［０，２π］，ｍ＜０＜ｎ，

我们知道其对应的解析信号ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｐ０，ｎ［０，２π］。

下面，我们刻画具有有限长 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的周期解
析信号保持幅度不变的条件：

定理 ２　假设非零周期解析信号 ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈

Ｐ０，ｎ［０，２π］，共轭周期解析信号ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝ｅｉθ（ｔ）∈

Ｈ２［０，２π］，其中ｃｎ（ｆａ）≠０。那么ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｅｉθ（ｔ）∈

Ｐ０，ｎ［０，２π］当且仅当ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝ｅｉθ（ｔ）＝ｃ

ｋ

ｊ＝１

１－ｅｉｔｚ′ｊ
ｅｉｔ－ｚ′ｊ

，

其中ｃ是模为１的复常数，｛ｚ′１，…，ｚ′ｋ｝为 ｆａ（ｚ）
在单位圆 Ｄ内的零点序列 ｛ｚ１，…，ｚｍ｝的子序列
（其重点按重数排列且ｍ≤ｎ）。

证明　因为ｆａ（ｚ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ａｋｚ

ｋ对应的内函数为有

限 Ｂｌａｓｃｈｋｅ积，其 可 表 示 为 Ｂｍ（ｚ） ＝ ∏
ｍ

ｋ＝１

ｅｉｔ－ｚｋ
１－ｅｉｔｚｋ

，其中｛ｚ１，…，ｚｍ｝为ｆａ（ｚ）在单位圆内的

零点序列 （其重点按重数排列且ｍ≤ｎ）。根据推
论 １，我们知 ｇｄａ（ｅ

ｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］可表示为

ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝

∑
ｍ

ｋ＝０
ａｋｅ

ｉｋｔ

∏
ｍ

ｋ＝１
（１－ｚｋｅ

ｉｔ）

∈Ｈ２［０，２π］，其中｛ａ０，

ａ１，…，ａｍ｝为任意常数序列。又因为 ｜ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）｜＝

１，那么外部函数的表达式，我们知 Ｏｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝

ｃ，所以ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）∈ Ｈ２［０，２π］只可能为有限 Ｂｌａｓ

ｃｈｋｅ积且其对应的极点必为 ｆａ（ｚ）在单位圆内的零
点。

当ｇｄａ（ｅ
ｉｔ）＝ｅｉθ（ｔ）不要求属于Ｈ２［０，２π］，我

们可以给出更一般的具有有限长 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的周
期解析信号保持幅度不变的条件：

定理３　假设非零解析信号 ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈ Ｐ０，ｎ［０，

２π］且ｃｎ（ｆａ）≠０。那么ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｅｉθ（ｔ）∈Ｐ０，ｎ［０，２π］

当且仅当ｅｉθ（ｔ） ＝ｃ
ｋ

ｊ＝１

１－ｅｉｔｚ′ｊ
ｅｉｔ－ｚ′ｊ

，其中ｃ是模为１的

复常数，｛ｚ′１，… ，ｚ′ｋ｝为ｆａ（ｚ）的零点序列｛ｚ１，…，
ｚｎ｝的任意子序列 （其重点按重数排列）。

证明　因为ｆａ（ｅ
ｉｔ）∈Ｐ０，ｎ［０，２π］，ｆａ（ｅ

ｉｔ）ｅｉθ（ｔ）

∈ Ｐ０，ｎ［０，２π］，那么 ｆａ（ｅ
ｉｔ）可表示为 ｆａ（ｅ

ｉｔ）＝

∑
ｎ

ｋ＝０
ａｋｅ

ｉｋｔ，ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｅｉθ（ｔ） 可 表 示 为 ｐｍ（ｅ

ｉｔ）： ＝

ｆａ（ｅ
ｉｔ）ｅｉθ（ｔ） ＝∑

ｍ

ｋ＝０
ｂｋｅ

ｉｋｔ，其中 ｛ａ０，ａ１，…，ａｎ｝和

｛ｂ０，ｂ１，…，ｂｍ｝为任意复常数序列，ａｎ≠０，ｂｍ≠０
且 ｍ≤ ｎ。又因为对任意的 ｔ∈ ［０，２π］，有

∑
ｎ

ｋ＝０
ａｋｅ

ｉ( )ｋｔ ∑
ｎ

ｋ＝０
ａｋｅ

ｉ( )ｋｔ ＝ ∑
ｍ

ｋ＝０
ｂｋｅ

ｉ( )ｋｔ ∑
ｍ

ｋ＝０
ｂｋｅ

ｉ( )ｋｔ ，故

ｐｍ（ｚ）ｐｍ（
１
ｚ
）＝ｆａ（ｚ）ｆａ（

１
ｚ
）。因此，如果ｚｊ≠０，

那么ｆａ（ｚｊ）＝０当且仅当ｐｍ（
１
ｚｊ
）＝０或者ｐｍ（ｚｊ）＝

０；如果ｚｊ＝０，则ｐｍ（ｚｊ）＝０的重数要少于等于
ｆａ（ｚｊ）＝０的重数。故ｆａ（ｅ

ｉｔ）ｅｉθ（ｔ）∈Ｐ０，ｎ［０，２π］当

且仅当ｅｉθ（ｔ） ＝ｃ
ｋ

ｊ＝１

１－ｅｉｔｚ′ｊ
ｅｉｔ－ｚ′ｊ

，其中ｃ是模为１的复

常数，｛ｚ′１，…，ｚ′ｋ｝为ｆａ（ｚ）的零点序列｛ｚ１，…，ｚｎ｝
的任意子序列 （其重点按重数排列）。
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