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随机微分博弈下的资产负债管理
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摘　要：应用线性－二次控制的理论，研究了负债情形下投资者与市场之间的随机微分博弈。假设负债是服从
几何布朗运动的随机过程且与股票价格完全相关，市场是博弈的 “虚拟”手，博弈中投资者是主导者。在投资

者具有指数效用和幂效用下，求得了最优投资组合策略、最优市场策略和值函数的显示解。并通过对结果的进

一步分析，给出了在经济上的解释。
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　　资产－负债管理问题是以研究负债情形下组合
证券投资问题的最优投资策略和风险控制为目标，

以实现资产的最优配置和套期保值为目的的一种现

代金融管理方法。目前，已经受到理论界和许多金

融机构的重视。文 ［１］研究了均值 －方差准则下
的负债问题。建立了负债与股票价格服从不同的布

朗运动情形下的均值－方差模型，得到了最优投资
策略和有效前沿的显示表达式。文 ［２］应用随机
控制研究负债情形下基于效用最大化的动态投资组

合。在指数效用，幂效用，对数效用下通过求解相

应的ＨＪＢ方程，得到了最优投资策略和值函数的

显示解。类似的研究还有文 ［３－５］等。
我们发现已有文献对资产－负债管理问题的研

究，只从投资者的角度出发，获得最优投资组合，

而完全没有考虑市场对投资者的影响。我们知道，

在实际中，投资者肯定会受到市场不确定性因素的

影响，因此从投资者和市场两个角度同时考虑才更

符合实际。这就是随机微分博弈问题。

随机微分博弈属于博弈论的范畴。博弈论虽然

古已有之，但文 ［６］的发表才标志着随机微分博
弈时代的真正到来。随机微分博弈，假设市场是博

弈的 “虚拟”对手，通过投资者和市场之间的双
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重博弈得到最优的投资组合。它如今已成为数理金

融学、管理学科的研究热点。如文 ［７］在跳 －扩
散金融市场中，利用随机微分博弈论研究了风险最

小化的投资组合策略问题。文 ［８］也利用随机微
分博弈论研究了 Ｍａｒｋｏｖ调制模型下的期权估值问
题。文 ［９］研究了两个具有相关但不同投资机会
的投资者之间基于随机微分博弈的最优投资问题。

我们在随机微分博弈下研究了资产负债管理问题。

投资者与市场之间的博弈，我们假设投资者是博弈

的主导者。即目标是，在市场最坏的情况下，投资

者选择一个最优的策略最大化终值财富的期望效

用。因为在投资时，我们考虑到了市场出现的最坏

情况。通过采用线性二次控制的理论，在指数效用

和幂效用下得到了最优的投资策略、最优市场策略

和值函数的显示解。

１　模型和随机微分博弈问题
１１　模型

考虑一个金融市场，由ｎ＋１个金融资产组成，
其中一个是无风险资产 （债券），时刻 ｔ的价格
｛Ｂｔ，ｔ≥０｝满足方程ｄＢｔ＝ｒＢｔｄｔ，其中ｒ＞０为无
风险利率。ｎ个风险资产 （股票），在时刻ｔ时的价
格 Ｓｉ（ｔ）满 足 的 随 机 微 分 方 程 为 ｄＳｉ（ｔ） ＝

Ｓｉ（ｔ）［ｒｉｄｔ＋∑
ｎ

ｊ＝１
σｉｊｄＷ

ｊ（ｔ）］，ｉ＝１，２，…，ｎ。其中ｒｉ

≥ｒ０，σｉｊ＞０为常数，Ｗ（ｔ）＝｛Ｗ
１（ｔ），…，Ｗｎ（ｔ）｝

是ｎ维标准布朗运动，假设Ｗｊ（ｔ），ｊ＝１，２，…，ｎ相
互独立。

假设投资者在时刻ｔ＝０有初始财富 ｘ＞０与
初始负债ｌ（ｌ∈Ｒ），那么投资者在时刻ｔ＝０有净
初始财富ｘ０ ＝ｘ－ｌ记Ｌｔ为时刻ｔ投资者的累积负
债，假设Ｌｔ满足的随机微分方程为ｄＬｔ＝Ｌｔ［ｕｄｔ＋
ｖｄ珚Ｗ（ｔ）］。其中 珚Ｗ（ｔ）是一维标准布朗运动，且 ｕ
和ｖ是两个常数。假设 珚Ｗ（ｔ）和 Ｗｊ（ｔ）的相关系数
为ρｊ，即 ＜珚Ｗ（ｔ），Ｗ

ｊ（ｔ）＞＝ρｊｔ，ｊ＝１，２，…，ｎ。ρ
＝（ρ１，ρ２，…，ρｎ），满足ρρ

Ｔ ＝１，则 Ｌｔ满足如下
的随机微分方程

ｄＬｔ＝Ｌｔ［ｕｄｔ＋ｖρｄＷ（ｔ）］，Ｌ０ ＝ｌ０ ＞０
设π是投资到风险资产上的资金，这里 π＝（π１，
π２，…，πｎ）。考虑投资和负债后，财富过程 Ｘ（ｔ，
π）满足下面的随机微分方程

ｄＸ（ｔ，π）＝［ｒＸ（ｔ，π）＋π（ｔ）Ｂ－ｕ］ｄｔ＋
［πＤＴ－ｖρ］ｄＷ（ｔ） （１）

其中 Ｂ ＝（ｒ１ －ｒ０，ｒ２ －ｒ０，…，ｒｎ －ｒ０）
Ｔ，Ｄ ＝

（σｉｊ）ｎ×ｎ。

设｛Ｆｔ｝是由布朗运动 Ｗ（ｔ）生成的右连续，
完 备 的 自 然 流，对 应 的 完 备 概 率 空 间 为

Ω，Ｆｔ，( )Ｐ ，Ｐ为一概率测度。
定义１　一个策略 π（·）称为可行的，如果

π（·）关于流｛Ｆｔ｝是可料的，且对于每个ｔ≥０过
程π（·）满足下面的条件：

（ｉ）∫
Ｔ

０
［πｉ（ｔ）］２ｄｔ＜∞　ａｅ．对所有Ｔ＜∞，

ｉ＝１，２，…，ｎ。
（ｉｉ）随机微分方程 （１）对于｛π（ｔ），ｔ≥０｝有

唯一的强解。

所有可行的策略记为∏。
设 ｛θ（ｔ）＝［θ１（ｔ），θ２（ｔ），…，θｎ（ｔ）］ｔ≥０｝

是定义在（Ω，Ｆｔ，Ｐ）上实值的满足下列条件的随机
过程

（ｉ）｛θ（ｔ）＝［θ１（ｔ），θ２（ｔ），…，θｎ（ｔ）］ｔ≥０｝
是Ｆｔ－循序可测的；

（ｉｉ）对几乎所有的 （ｔ，ω）∈ ［０，＋∞）×Ω，
θｉ（ｔ）：＝θｉ（ｔ，ω）＜１，ｉ＝１，２，…，ｎ；

（ｉｉｉ）Ｅ∫
Ｔ

０
θ（ｔ）θＴ（ｔ）ｄｔ＜∞。

对满足上述条件的全体θ（ｔ）记为Θ。
对每个｛θ（ｔ）＝［θ１（ｔ），θ２（ｔ），…，θｎ（ｔ）］ｔ≥０｝

∈Θ定义｛ｚθｉ（ｔ）ｔ≥０｝如下

ｚθｉ（ｔ）＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
θｉ（ｓ）ｄＷｉ（ｓ）－

１
２∫

ｔ

０
θ２ｉ（ｓ）ｄ{ }ｓ，

ｉ＝１，２，…，ｎ；
ｄｚθｉ（ｔ）＝－ｚθｉ（ｔ）θｉｄＷｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ

记　　　ｄＺθ（ｔ）＝－Ｚθ（ｔ）θｄＷ（ｔ） （２）
其中Ｚθ（ｔ）＝（ｚθ１（ｔ），ｚθ２（ｔ），…，ｚθｎ（ｔ））。因此Ｚθ（ｔ）
是｛Ｆｔ，Ｐ｝上的鞅，假设｛θ（ｔ）ｔ≥０｝是Ｐ－几乎

处处有界的，所以 Ｚθ（ｔ）是 ｛Ｆｔ，Ｐ｝上的局部鞅。

则ＥＺθ（Ｔ）＝ＥＺθ（０）＝１定义ｄＰ
θ

ｄＰ Ｆ（Ｔ）：＝Ｚ
θ（Ｔ），

则对每个θ∈Θ，有了一个新的概率测度Ｐθ。
１２　随机微分博弈问题

设ｕ为一效用函数，ｕ′＞０，ｕ″＜０，即ｕ是严
格递增的凸函数。对每个投资策略 π（·），定义投
资者的终值财富在Ｐθ下的期望效用为

Ｖπ，θ ｔ，( )ｘ＝Ｅθ ｕＸπ( )
Ｔ Ｘπｔ[ ]＝ｘ

其中Ｅθ是在概率测度Ｐ
θ下的期望。

投资者与市场之间的博弈，假设投资者是博弈

的主导者。即目标是，在市场最坏的情况下，投资

者选择一个最优的策略π（·）最大化终值财富的期
望效用。即

１３
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Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｓｕｐ
π∈Π
ｉｎｆ
θ∈Θ
Ｖπ，θ（ｔ，ｘ）＝Ｖπ，θ（ｔ，ｘ）（３）

其中π，θ 为最优策略。该问题是投资者与市场
之间的零和微分博弈问题，解决该问题就要找到最

优的策略π，θ 和相应的值函数Ｖｔ，( )ｘ。

２　最优策略与值函数
２１　指数效用函数

本节假设效用函数为指数效用 ｕ（ｘ） ＝－
１
ｍｅ

－ｍｘ，下面我们将在该效用函数下求解投资者和

市场之间的零和微分博弈问题。

引理１　ｇ（ｔ）满足下面的常微分方程
ｇ′（ｔ）＋ｇ（ｔ）ｍｅｒ（Ｔ－ｔ） ｕ－ｖＢＴＤ－１ρ( )Ｔ ＝０，

ｇ（Ｔ）＝１ （４）
则

　ｇ（ｔ）＝ｅｘｐｍ（ｕ－ｖＢ
ＴＤ－１ρＴ）（ｅｒ（Ｔ－ｔ）－１）{ }ｒ

（５）

证明　解常微分方程 （４）即可得到 （５）。求
解过程略。

定理１　随机微分博弈问题 （３）的最优投资
策略为

π ＝ｖρＤ( )Ｔ －１ （６）
市场的最优策略为

θ ＝ＢＴＤ－１ （７）
值函数满足下式

Ｖｔ，( )ｘ＝－
１
ｍｇ（ｔ）ｅ

－ｍｘｅｒ（Ｔ－ｔ） （８）

ｇ（ｔ）满足 （５）式。
证明　令π（·），θ（·）是任意两个可行的策略，

Ｘ（ｔ，π） 满 足 （１） 式 的 控 制 过 程， 对

－１ｍｚｇ（ｔ）ｅ
－ｍｘｅｒ（Ｔ－ｔ）应用Ｉｔ公式，结合 （５）式有

ｄ－１ｍｇ（ｔ）Ｚ
θ（ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ[ ]） ＝Ｚθ（ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）·

｛－ｒＸ（ｔ，π）ｇ（ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）－１ｍｇ′（ｔ）－
ｍ
２ｇ（ｔ）ｅ

２ｒ（Ｔ－ｔ）·

［π（ｔ）ＤＴＤπＴ（ｔ）－２πｖＤＴρＴ＋ｖ２ρρＴ］＋
ｇ（ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）［ｒＸ（ｔ，π）＋πＢ－ｕ］－
ｇ（ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）［πＤＴ－ｖρ］θ（ｔ）Ｔ｝ｄｔ＋
１
ｍｇ（ｔ）θ（ｔ）Ｚ

θ（ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）ｄＷ（ｔ）＋

ｇ（ｔ）Ｚθ（ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）（πＤＴ－ｖρ）ｄＷ（ｔ）＝
Ｚθ（ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）·

－ｍ２ｇ（ｔ）ｅ
２ｒ（Ｔ－ｔ）［π（ｔ）－π（ｔ{ ）］（ＤＴＤ）·

［π（ｔ）－π（ｔ）］Ｔ＋ｍ２ｇ（ｔ）［θ（ｔ）－θ
（ｔ）］·

［θ（ｔ）－θ（ｔ）］Ｔ｝ｄｔ＋
１
ｍｇ（ｔ）θ（ｔ）Ｚ

θ（ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）ｄＷ（ｔ）＋

ｇ（ｔ）Ｚθ（ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）ｅ－ｍＸ（ｔ，π）ｅｒ（Ｔ－ｔ）（πＤＴ－ｖρ）ｄＷ（ｔ）
其中π ，θ分别满足 （６）、（７）式，从ｔ到Ｔ积
分，在Ｚθ（ｔ）＝ｚ，Ｘ（ｔ，π）＝ｘ的条件下在概率测度
Ｐ取条件期望，应用Ｂｅｙｅｓ准则，得到

Ｖπ，θ ｔ，( )ｘ＝－
１
ｍｇ（ｔ）ｅ

－ｍｘｅｒ（Ｔ－ｔ）＋

１
ｚＥ∫

Ｔ

ｔ
Ｚθ（ｓ）ｅ－ｍＸ（ｓ，π）ｅｒ（Ｔ－ｓ{ ）

·

ｍ
２［θ（ｓ）－θ

（ｓ）］［θ（ｓ）－θ（ｓ）］( )Ｔ －
ｍ
２ｇ（ｔ）ｅ

２ｒ（Ｔ－ｔ） π（ｓ）－π（ｓ[ ]） ＤＴ( )Ｄ Ｔ·

［π（ｓ）－π（ｓ）］｝ｄｓ
因为ｇ（ｔ）＞０，Ｚθ（ｔ）＞０，所以问题得证。

推论１　当不考虑负债，ｕ＝ｖ＝ρ＝０，随机
微分博弈问题 （３）的最优投资策略为

π ＝０ （９）
市场的最优策略为

θ ＝ＢＴＤ－１ （１０）
注１　从定理１和推理１得知，最优投资策略

只和负债有关。当没有负债时，在市场出现最坏的

情况，投资者会把全部的资金来购买无风险资产，

不会冒最大的风险在股票上投资。这是符合人们的

心理的。

注２　市场的最优策略为常数，和负债没有关
系。说明，负债只对投资者有影响，而对市场没有

影响，这符合实际。因为，负债由投资者承担和市

场没有关系。

２２　幂效用函数

本节假设效用函数为指数效用ｕ（ｘ）＝ｘ
ｐ

ｐ（０＜

ｐ＜１），下面我们将在该效用函数下求解投资者
和市场之间的零和微分博弈问题。

引理２　ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）分别满足下面的常微分方
程

ｆ′（ｔ）＋ｒｐｆ（ｔ）＝０，ｆ（Ｔ）＝１ （１１）
ｈ′（ｔ）－ｒｐｈ（ｔ）＋（ｕ－ｖＢＴＤ－１ρＴ）ｐ＝０，

ｇ（Ｔ）＝０ （１２）
则　　　　ｆ（ｔ）＝ｅｐｒ（Ｔ－ｔ） （１３）

　ｈ（ｔ）＝（ｕ－ｖＢ
ＴＤ－１ρＴ）ｐ
ｒｐ ［１－ｅ－ｒｐ（Ｔ－ｔ）］ （１４）

证明　解常微分方程 （１１）、 （１２）式即可得
到 （１３）、（１４）式。求解过程略。

２３
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定理２　随机微分博弈问题 （３）的最优投资
策略为

π ＝ｖρ（ＤＴ）－１ （１５）
市场的最优策略为

θ ＝ＢＴＤ－１ （１６）
值函数满足下式

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｆ（ｔ）［ｘ－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ （１７）

ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）分别满足 （１３）、（１４）式。
证明　令π（·），θ（·）是任意两个可行的策略，

Ｘ（ｔ，π）满 足 （１） 的 控 制 过 程， 对 ｆ（ｔ）
ｘ－ｈ（ｔ[ ]）ｐ

ｐ ｚθ应用Ｉｔ公式，则 （１３）、（１４）式有

ｄｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ Ｚθ（ｔ[ ]） ＝
Ｚθ（ｔ）
ｐ ｛ｆ′（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ＋

ｆ（ｔ）（－ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１ｈ′（ｔ）＋
ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１（ｒＸ（ｔ，π）＋πＢ－ｕ）＋

１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ－２·

［π（ｔ）ＤＴＤπＴ（ｔ）－２πｖＤＴρＴ＋ｖ２ρρＴ］－
ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１［πＤＴ－ｖρ］θ（ｔ）Ｔ）｝ｄｔ－

ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ Ｚθ（ｔ）θ（ｔ）ｄＷ（ｔ）＋

ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐＺθ（ｔ）πＤＴ－ｖ( )ρｄＷ（ｔ）＝
Ｚθ（ｔ）
ｐ

１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ－{ ２·

［π（ｔ）－π（ｔ）］（ＤＴＤ）［π（ｔ）－π（ｔ）］Ｔ＋
１
２
ｐ
１－ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ［θ（ｔ）－θ（ｔ）］·

［θ（ｔ）－θ（ｔ）］Ｔ｝ｄｔ－ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ ·

Ｚθ（ｔ）θ（ｔ）ｄＷ（ｔ）＋ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ·
Ｚθ（ｔ）πＤＴ－ｖ( )ρｄＷ（ｔ）

其中π ，θ 分别满足 （１５）、（１６）式，从ｔ到Ｔ
积分，在Ｚθ（ｔ）＝ｚ，Ｘ（ｔ，π）＝ｘ的条件下在概率测
度Ｐ取条件期望，应用Ｂｅｙｅｓ准则，得到

Ｖπ，θ ｔ，( )ｘ＝ｆ（ｔ）
［ｘ－ｈ（ｔ）］ｐ

ｐ ＋

１
ｚＥ∫

Ｔ

ｔ

Ｚθ（ｓ）{ ｐ
１
２
ｐ
１－ｐ［Ｘ（ｓ，π）－ｈ（ｓ）］{ ｐ·

［θ（ｓ）－θ（ｓ）］Ｔ［θ（ｔ）－θ（ｓ）］＋
１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｓ，π）－ｈ（ｓ）］

ｐ－２·

［π（ｓ）－π（ｓ）］（ＤＴＤ）［π（ｓ）－π（ｓ）］Ｔ｝
因为ｇ（ｔ）＞０，Ｚθ（ｔ）＞０，所以问题得证。
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